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本 书 作 者 单 增 教 授 以 


数论 与 组 合 数 学 研究 见长 ， 
又 是 我 国 著名 的 “ 奥 林 匹 
克 数 学 ”专家 ， 多 次 担任 
IMO (国际 数学 奥林匹克 ) 
中 国 集训 队 教练 ， 为 我 国 成 
为 IMO 活动 的 强国 做 出 了 
很 大 贡献 。 

本 书 在 1993 年 推出 第 
一 版 ，2002 年 推出 第 二 版 ， 
都 受到 从 事 数 学 竞赛 辅导 


的 教师 和 有 志 于 在 数学 奥 


林 匹 克 方 面 有 所 作为 的 学 
生 的 欢迎 ， 成 为 国内 数学 竞 
赛 研 究 方面 的 权威 参考 书 。 


近 几 年 来 ， 国 内 外 对 数 


学 竞赛 的 研究 有 了 许多 新 
的 成 果 。 根 据 这 个 情况 ， 作 
者 本 着 精益 求 精 的 态度 ， 对 
本 书 进行 了 大 幅度 修订 。 相 
信 这 本 书 将 会 同样 受到 读 
者 的 欢迎 ! 
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中 学 数学 竞赛 始 于 19 世纪 末 , 本 世纪 60 年 代 起 走向 高 潮 , 涌 入 大 量 新 鲜 内 容 ( 如 
组 合 数学 与 图 论 、 初 等 数论 .不等式 、 函 数 方程 等 ), 令 人 眼花 综 乱 ,应接不暇 . 有 人 认为 
已 经 形成 一 个 新 的 数学 分 支 ,有 人 称 之 为 奥林匹克 数学 . 

近年 来 ,数学 竞赛 进入 了 一 个 相对 稳定 的 阶段 ,可 以 有 比较 充分 的 时 间 回 顾 、 总 结 ， 
研讨 一 些 有 关 问 题 ,如 奥林匹克 数学 的 内 容 、 竞 赛 的 教育 功能 、 训 练 的 科学 化 教练 的 培 
训 、 怎 样 命题 等 等 ， 

承担 这 种 任务 ,师范 院 校 最 为 合适 . 师范 院 校 开 设 数 学 竞赛 研究 ,不 仅 有 这 种 需要 ， 
而 且 业 已 成 为 现实 . 这 本 教程 正 是 应 运 而 生 , 供 师范 院 校 数 学 系 选 作 “数学 竞赛 研究 ” 课 
程 的 教材 . 目的 是 向 师范 院 校 的 学 生 介 绍 数学 竞赛 ,提供 奥林匹克 数学 的 主要 内 容 , 合 
未 来 的 教师 能 够 胜任 训练 工作 并 进一步 探索 其 他 课题 . 

全 书 共 50 讲 , 包 括 数 论 、 代 数 、 几 何 、 组 合 等 方面 的 问题 及 解 题 .命题 的 讨论 . 这 里 
的 代数 ,按照 中 学 的 习惯 ,含有 数列 、 函 数 、 多 项 式 、 不 等 式 等 内 容 . 有 些 内 容 ,可 能 已 在 
其 他 课程 (如 初等 代数 等 ) 中 出 现 过 ,教师 可 以 根据 情况 适当 省 略 . 本 书 的 重点 并 不 在 于 
增添 更 多 的 知识 ,而 是 鼓励 学 生 运 用 已 有 的 知识 去 解 题 . 

当代 著名 数学 家 、 教 育 家 波 利 亚 (G. Pelya，1887 一 1985) 一 再 强调 未 来 的 中 学 教师 
应 当 学 习 解 题 . 实践 证 明 , 数 学 教学 的 好 坏 , 取决 于 教师 的 素养 ,尤其 是 他 的 数学 水 平 ， 
如 果 数 学 水 平 较 差 ,根本 不 能 独立 解 题 ,那么 无 论 怎 样 “改进 ” 教 法 ,恐怕 也 是 无 济 于 事 
的 . 正 是 由 于 这 种 考虑 ,本 书 的 重点 放 在 解 题 上 . 

数学 竞赛 也 就 是 解 题 的 竞赛 ,只 有 通过 问题 才能 学 会 解 题 . 因此 ,本 书 配 备 了 大 量 
的 例题 与 习题 . 为 照顾 各 种 读者 的 需要 ,其 中 既 有 较为 容易 、 较 为 常见 的 老 问 题 ,用 以 说 


001 


002 


数学 竞赛 研究 教程 


明 方法 ;也 有 较为 困难 、 较 为 少见 的 新 间 题 , 供 作 研 究 . 新 问题 大 多 取 自 有 关 杂 志 上 的 论 
文 . 随 着 时 间 的 推移 ,新 题 又 会 变 为 “ 陈 题 ” 这 正 反映 了 数学 的 发 展 与 普及 . 

要 提高 解 题 能 力 ,必须 反复 练习 ,单纯 的 讲授 不 一 定 能 有 很 好 的 效果 . 可 以 采取 计 
论 式 ,放手 让 学 生 练习 ,给 予 适当 的 提示 (“点 拨 一 下 ”) ;也 可 以 尽量 让 学 生 各 抒 已 见 , 介 
绍 自己 的 解法 或 起 法 ,然后 再 由 教师 加 以 讲评 没有 必要 讲 完 所 有 的 例题 ,过 分 难 的 可 
以 留 给 学 生 将 来 去 研究 ,中 等 难度 的 也 只 需要 处 理 一 部 分 ,其 余 的 任 由 学 生 自己 阅读 ， 
还 可 以 补充 一 些 好 的 问题 或 材料 . 总 之 , 内容 与 方法 均 有 很 大 的 弹性 ,目的 是 提高 解 是 
能 力 . 

要 提高 解 题 能 力 ,必须 注意 总 结 . 不 仅 要 寻找 各 种 不 同 的 解法 ,更 要 找 出 最 好 的 角 
法 . 应 当 注意 数学 的 思想 与 数学 的 美 , 不断 提 高 学 生 的 鉴赏 能 力 ,注意 简洁 明快 ,一 针 见 
血 , 正 是 基于 这 种 考虑 ,优雅 的 解法 ,我 们 毫 不 犹豫 地 采 入 本 书 ， 即 使 在 其 他 地 方 已 经 出 
现 过 . 因为 “好 的 音乐 ,不 妨 多 听 几 遍 ” 同样 的 题 也 可 能 出 现 几 次 ,目的 是 多 给 几 种 角 
法 ,以 资 比较 . 我 们 尽力 寻求 完美 的 解法 ,但 由 于 水 平 与 精力 ,处 理 熟知 的 问题 尚未 必 尽 
如 入 意 , 新 颖 的 问题 更 不 敢 专 称 尽善尽美 

本 书 接近 于 传统 的 “习题 课 ” 所 用 的 材料 . 但 “习题 课 ? 是 辅 , 是 为 了 巩固 与 消化 
“ 正 课 ” 所 讲授 的 知识 . 这 本 书 , 则 以 问题 为 主 ,以 知识 为 宾 . 这 是 本 书 的 特点 ,也 是 一 
种 尝试 

由 于 本 书 篇 幅 相 当 大 ,有 些 部 分 写 得 比较 仓促 ,错误 与 不 妥 之 处 难以 避免 , 敬 请 高 
明之 士 不 吝 指 正 . 


单 增 
1992 年 于 南京 师范 大 学 
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本 书 问世 后 , 颇 受 欢迎 ,很 快 售 馨 ,不 少 教 师 将 它 作为 培训 选手 (尤其 是 准备 进 数 学 
冬令 营 的 学 生 ) 的 教材 . 有 些 竞赛 的 试题 ,也 常 与 本 书 的 例 、 习 题 相 同 ,如 全 国 高 中 联赛 
1994 年 二 试 第 二 题 .1999 年 加 试 第 三 题 ,都 是 本 书 的 例题 (分 别 为 第 49 讲 例 1、 第 13 
讲 例 3). 这 似乎 在 为 本 书 作 义务 的 广告 ,作者 不 胜 感谢 . 

关心 本 书 的 读者 也 提出 不 少 宝贵 的 意见 与 建议 ,尤其 是 陈 计 、 余 红 兵 等 先生 . 他 们 
仔细 地 阅读 了 全 书 , 作 了 非常 尖锐 .中 肯 的 批评 . 作者 自己 也 感觉 有 许多 不 很 满意 的 地 
方 , 准 备 进行 修改 ,但 直到 最 近 才 有 时 间 来 做 这 件 事情 . 

这 次 修订 的 幅度 比较 大 ,叙述 与 例题 的 解答 修改 了 多 处 ,更 换 了 一 些 过 偏 过 难 的 例 
题 . 第 49、50 两 讲 , 大 部 分 内 容 都 是 新 写 的 ,第 49 讲 的 标题 也 换 成 “组 合 数 学 ”. 这 样 做 
是 为 了 更 有 针对 性 、 实 用 性 ,更 适合 于 数学 竞赛 的 培训 工作 . 

这 次 修订 增加 了 不 少 习题 ,尤其 是 在 书 末 新 加 了 50 道 综 合 习 题 ,目的 是 给 学 生 以 
更 多 的 练习 机 会 . 因为 解 题 必须 实践 ,只 有 通过 解 题 才能 学 会 解 题 .“ 焉 拳 打 一 百 遍 成 为 
源 师 “一 位 先生 对 这 名 谚语 不 以 为 然 , 认 为 焉 举 打 得 再 多 还 是 焉 拳 . 我 却 认为 这 名 谚语 
中 含有 朴素 的 真理 :要 成 为 拳师 ,必须 打 拳 , 打 少 了 不 行 ,必须 多 打 , 反 复 打 . 如 果 打 源 的 
人 有 一 点 联 明 ,他 会 在 练习 的 同时 ,注意 总 结 . 这 样 , 打 到 后 来 , 重 举 也 就 不 一 定 是 垩 源 
了 . 当然 , 焉 也 不 要 紧 , 或 许 倒 是 一 种 创新 . 

我 决 不 是 提倡 “ 偏 题 "“ 怪 招 ”, 已 经 有 人 读 讽 数学 竞赛 是 “ 玩 杂技 ”, 这 种 批评 值得 
警惕 . 我 们 应 当 介 绍 含有 很 好 的 数学 思想 的 问题 ,介绍 重要 的 、 有 普遍 意义 的 方法 ,而 不 
应 当 钻 牛角 尖 , 做 那些 繁琐 乏味 、 习 钻 古 怪 、 没 有 太 大 意义 的 偏 题 . 这 次 增加 了 许多 问 
题 , 正 是 为 了 介绍 重要 的 数学 方法 与 技巧 ,特别 是 在 例题 中 没有 说 到 或 说 得 还 不 够 的 那 


001 


002 


数学 竞赛 研究 教程 


些 方法 与 技巧 . 

读者 没有 必要 在 很 短 的 时 间 内 ,做 完全 部 习题 . 根据 自己 的 时 间 : 与 需要 ,可 以 先 做 
一 部 分 ,其 余 的 留 到 以 后 再 做 . 切切 不 可 和 急于 看 解答 ,因为 重要 的 不 是 看 别人 解 题 ,而 是 
要 自己 动手 解 题 .题目 要 “节省 ”, 尽 量 自己 做 . 如 果 看 了 很 多 题 , 那 么 就 找 不 到 足够 的 题 
来 练习 了 . 

本 书 中 的 例题 与 习题 并 没有 完全 按照 方法 与 难度 来 分 类 或 排序 ,因此 有 人 批评 这 
本 书 “ 深 一 脚 , 浅 一 脚 ”, 这 次 修订 , 曾 考虑 重新 分 类 或 排序 ,但 题目 的 难 易 不 易 确 定 , 标 
准 往往 因 人 而 异 ,而 且 那 样 大 改 太 费时 间 . 何况 那样 写 的 书 不 少 ,这 本 书 不 那样 写 , 倒 也 
算 自 己 的 特点 . 另外 一 个 方面 , 太 好 的 分 类 与 排序 往往 会 使 人 预先 知道 要 用 什么 方法 解 
题 ,而 且 容 易 对 排 在 前 面 的 问题 掉以轻心 ,对 后 面 的 问题 又 产生 性 难 情 绪 . 或 许 , 像 本 书 
目前 这 样 反而 比较 符合 实际 ,因为 道路 并 不 都 是 平坦 的 ,往往 有 些 崎 嵌 曲 折 , 尤 其 是 进 
入 陌生 的 地 方 . 不 是 有 名 歌词 “生活 的 脚步 深浅 在 偏僻 异乡 " 吗 ? 

修订 时 ,增加 了 一 些 谈 解 题 方 法 的 议论 ,或 许 对 一 些 读者 有 用 . 但 本 书 主要 讲解 题 ， 
而 不 是 讲解 题 方法 ,所 以 这 些 议论 也 不 能 太 多 . 我 准备 另外 写 一 本 关于 解 题 方法 的 书 ， 
余 红 兵 先 生 特 别 个 惠 我 做 这 件 事 . 希望 本 书 的 修订 版 及 将 要 写成 的 那 本 书 都 能 得 到 大 
家 的 鼓励 与 批评 . 


单 增 
2001 年 于 南京 师范 大 学 
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这 是 本 书 又 一 次 ,大 概 也 是 最 后 一 次 ,大 幅度 的 修订 . 

修订 的 目的 ,是 为 了 使 本 书 更 加 切合 实际 ;教学 竞赛 与 竞赛 研究 的 实际 . 

这 次 修订 ,下 册 变 动 较 大 ,增加 了 平面 几何 与 图 论 的 分 量 , 减 少 了 立体 几何 的 内 容 ; 
上 册 仅 增加 一 讲 “ 导 数 与 不 等 式 ”, 减 少 一 讲 “数学 归纳 法 ”. 全 书 仍 为 五 十 讲 ,篇 幅 大 到 
不 变 . 

本 书 , 对 于 参加 数学 竞赛 的 学 生 ,当然 是 有 用 的 . 但 我 们 的 目的 并 不 是 写 一 本 竞赛 

宝典 ,我 们 有 更 大 的 目标 , 即 为 了 传播 ,普及 数学 ,让 更 多 的 人 了 解 喜 爱 数学 

因此 ,那些 富 于 数学 思想 .优雅 而 且 一 般 的 解法 ,我 们 尽量 介绍 . 而 过 于 冷 僻 的 “ 怪 
招 ” 或 “独门 武器 ”, 则 不 去 搜罗 . 

我 们 还 认为 培养 创造 能 力 最 为 重要 . 创造 能 力 就 是 “ 自 出 机 杆 ”: 题 目 应 当 自 己 去 
做 . 自己 想 出 解法 , 想 出 自己 的 解法 . 本 书 有 很 多 题目 选 自 各 种 竞赛 ,但 解法 往往 与 公布 
的 标准 解法 不 尽 相同 ,甚至 大 不 相同 . 这 些 解法 就 是 我 们 自己 做 的 

感谢 江苏 教育 出 版 社 及 各 位 编辑 ,尤其 是 蔡 立 先生 与 毛 永生 先生 . 他 们 不 仅 出 新 
节 , 也 重视 已 经 出 版 多 年 的 “ 老 ” 书 ,如 这 本 (研究 教程 ), 一 而 再 地 修订 .发 行 . 没有 他 们 
的 大 力 支持 ,这 第 三 版 是 不 可 能 问世 的 . 


单 ” 卉 
2008 年 于 南京 师范 大 学 
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第 1 讲 探索 法 (一 ) 


解 题 需要 探索 , 解 竞赛 题 更 加 需要 探索 . 因为 这 些 问题 往往 没有 固定 的 套路 可 以 依 
循 ,起 决定 性 作用 的 不 是 解 题 者 知道 多 少 模 式 ,而 是 他 能 否 启 动 他 的 头脑 ,运用 智力 ,大 
胆 想 象 , 发 挥 创造 性 . 

从 广义 上 说 ,一 切 解 题 的 方法 都 是 探索 法 ,所 以 这 一 讲 实际 上 是 讨论 解 题 的 方法 ， 
即 怎样 解 题 . 

汤姆 ， 索 耶 ( 美 国 小 说 家 马克 。 吐 温 的 代表 作 《 汤 姆 ，。 索 耶 历险 记 》? 中 的 主人 公 ) 在 
山洞 中 迷 了 路 ,他 不 知道 该 走 哪 条 道 ,唯一 的 办 法 就 是 探索 : 先 试 一 试 这 条 ,再 试 一 试 那 
条 . 汤姆 ， 索 耶 的 方法 也 就 是 数学 家 ,教育 家 波 利 亚 所 倡导 的 方法 :一 再 地 去 试 ,多 次 
变化 方法 ,使 我 们 不 致 错过 那 少许 的 宝贵 的 可 能 性 . ” 

探索 ,从 理解 题 意 开始 . 

不 论 作 什么 事情 ,都 必须 先 将 这 件 事 的 有 关 情 况 弄 个 一 清二 楚 . 要 破案 , 必须 先 研 
究 案情 ,对 现场 进行 调查 . 要 旅行 ,应 当知 道 自己 现在 在 哪里 , 目的 地 在 哪里 ,有 什么 交 
通 工具 可 以 利用 ,有 什么 限制 等 等 . 

解 题 也 是 如 此 . 题目 中 重要 的 词汇 ,术语 ,字母 ,算式 ,都 应 弄 懂 .已 知 条 件 、 要 求 与 
结论 都 应 记 住 . 如 有 必要 ,可 以 将 问题 改写 成 更 适宜 的 形式 . 

“” ”有 99 只 管 , 管 里 装 了 苹果 和 桃子 . 但 各 条 装 的 苹果 数 、 桃 子 数 都 不 一 定 相 

同 . 证 明 可 以 取 50 只 管 , 管 中 的 苹果 数 不 少 于 苹果 总 数 的 一 半 ,桃子 数 也 不 少 于 桃子 总 
数 的 一 半 . 

这 道 题 比 较 容易 理解 . 应 注意 要 求 有 3 个 : 取 50 管 ,这 50 条 中 苹果 数 不 少 于 苹果 
总 数 的 一 半 ,桃子 数 也 不 少 于 桃子 总 数 的 一 半 . 

5 ” 某 市 有 n 所 中 学 ,第 i 所 中 学 派出 c; 名 学 生 (1 过 c; 志 39, 1 过 i 志 nn) 来 到 


体育 馆 观 看 球赛 ,总 人 数 2 二 1 990. 看 台 上 每 一 横 排 有 199 个 座位 ,同一 学 校 的 学 


生 必须 坐 在 同一 横 排 . 问 至 少 要 安排 多 少 个 横 排 才能 保证 学 生 全 部 坐 下 ? 

这 道 题 , 题 意 比较 星 涩 ,需要 重新 改写 . 

题目 中 c;，2jc; 等 符号 是 多 余 的 ,应 当 据 弃 . 改 为 : 

“一 些 学校 派 出 学 生 观 看 球赛 ,各 校 派出 人 数 不 超 过 39, 学 生 总 数 为 1 990. 看 台 每 排 199 
个 座位 ,同一 学 校 的 学 生 必须 坐 在 同一 排 . 问 至 少 要 安排 多 少 排 才能 保证 学 生 全 部 坐 上 ?” 

其 中 "至 少 "， 保 证 "等 词 的 意义 需要 琢磨 . 

至 少 要 安排 & 排 才能 保证 学 生 全 部 坐 ”, 这 句 话 有 两 层 含义 : 

第 一 ,不 论 各 校 派 出 的 人 数 有 什么 变化 (当然 要 符合 不 超过 39 及 总 数 为 1 990 这 

两 个 条 件 ) ,k 排 总 能 保证 学 生 按 要 求 坐 下 . 
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第 二 ,有 一 种 情况 ,& 一 1 排 无 法 使 学 生 按 要 求 坐 下 . 

理解 题 意 ,是 解 题 的 第 一 步 . 

探索 ,往往 从 简单 的 情形 开始 . 

上 面 的 例 1, 不 能 算 作 难题 . 但 也 有 不 少 人 会 感到 难以 下 手 , 或 者 顾此失彼 . 

可 以 先 将 “99 管 中 取 50 管 ” 的 问题 改 为 更 简单 的 情况 : 3 复 中 取 2 管 ”“( 其 他 要 求 不 变 )， 

这 时 在 3 复 中 ,取出 苹果 最 多 的 一 私 ; 再 在 剩 下 的 2 条 中 ,取出 桃子 较 多 的 一 黎 . 这 
样 取出 的 2 管 就 满足 要 求 :苹果 数 、 桃 子 数 都 不 少 于 各 自 总 数 的 一 半 . 

进一步 考虑 "5 管 中 取 3 管 ” 的 问题 . 

仍 先 取 苹 果 最 多 的 第 一 管 . 剩 下 的 4 人 复 , 应 分 成 两 组 ,每 组 2 管 . 桃子 数 较 多 的 一 组 
与 第 一 管 ,这 3 管 中 桃子 数 肯定 不 少 于 桃子 总 数 的 一 半 , 但 如 何 保证 苹果 数 也 不 少 于 苹 
果 总 数 的 一 半 呢 ? 

为 此 , 设 所 剩 的 4 条 中 ,苹果 数 依次 排 为 zx; 三 zx 三 zy 三 zs. 将 二 、 四 (或 二 ,五 ) 两 
篮 作 为 一 组 , 另 两 管 作为 一 组 . 无 论 哪 一 组 与 第 一 憩 ( 苹 果 数 xi 三 x;) 合 在 一 起 ,苹果 
数 都 不 少 于 苹果 总 数 的 一 半 . 

现在 ， 回 到 原来 的 问题 , 设 各 管 苹果 数 为 证 2 

将 第 2, 4, …， 98 管 作为 一 组 ,3，5，…，99 管 作为 另 一 组 . 将 两 组 中 ,桃子 数 较 多 
的 一 组 与 第 一 颂 合 在 一 起 ,这 50 管 的 桃子 数 宇 总数 的 一 半 . 又 由 于 两 组 苹果 数 的 差 三 
EE < i ? 所 以 所 取 50 管 的 苹果 数 不 
少 于 苹果 总 数 的 一 半 . 

由 例 1 可 以 看 到 简单 情况 的 解决 ,有 助 于 一 般 情况 的 解决 . 

“平面 上 给 定 n 个 点 ,证 明 可 以 作 n 十 1 个 同心 圆 ,使 得 : 

CD 这 十 1 个 圆 的 半径 都 是 其 中 最 小 的 半径 的 整数 倍 ; 

(1) 这 ?十 1 个 圆 所 成 的 2 个 圆 环 中 ,每 个 含有 一 个 已 知 点 . 

解 ” 先 考虑 这 nn 个 点 在 同一 条 直线 上 的 简单 情况 . 

不 妨 设 它们 是 正 实 轴 上 的 7 个 点 ,( 横 ) 坐 标 分 别 为 0 二 4 过 tz 二 … 二 (只 需 把 
原点 选 在 这 些 点 的 左边 ,它们 的 坐标 就 均 为 正 数 ). 

以 原点 O 〇 为 圆心 ,ro 为 半径 作 圆 ,这 里 


0 二 no 二 min(ti, ta Ris pa Ne 友 (1) 


显然 nn 个 已 知 点 都 在 ©@(O, xo) 外. 由 于 区 间 ( ,to)，(tz ,63)，…，(1,-_1, zt,) 的 长 
都 大 于 ro ;所 以 数列 


27o， 37o， 4ro， C2 


中 , 必 有 一 个 数 kiro € (ti, tin1), 1 过 1 三 nn 一 1; 又 有 足够 大 的 k, ,使 Ro bi 
n 个 圆 @@(O， Riro)s 1 过 ;过 1 ,及 (CO， rm ) 显 然 满 足 要 求 (1)， (11). 


第 1 讲 探索 法 (一 ) 


现在 考虑 一 般 情形 . 连结 两 个 已 知 点 的 线段 至 多 C* 条 ,它们 的 垂直 平分 线 至 多 C， 
条 . 任 取 一 条 与 这 些 垂直 平分 线 不 同 的 直线 为 轴 ,在 工 轴 上 找 一 个 点 O, 使 它 既 不 是 
已 知 的 个 点 中 的 一 个 ,也 不 是 x 轴 与 C* 条 垂直 平分 线 中 任 一 条 的 交点 , 则 O 到 这 些 
点 的 距离 各 不 相同 , 设 它们 分 别 为 二 二 … 二 4. 则 前 面 所 作 的 2 十 1 个 圆满 足 所 有 
要 求 . 

老子 说 :“ 天 下 大 事 , 必 作 于 细 . 天 下 难事 , 必 作 于 易 ”. 从 简单 的 情况 做 起 ,是 探索 时 
最 常用 的 . 

- 设 实数 a ，az，…, a, 中 任 两 个 的 和 非 负 ,证 明 : 对 任意 满足 


有 十 区 十 5 十 元 一 革 《33 
的 非 负 实数 zi ，zz ，…，zn， 
而 而 十 十 六 区 十 砚 允 十 乏 十 雹 ai (4) 
解 ”首先 考虑 = 2 的 情况 . 这 时 
zl 十 zz 一 1， (5) 


所 以 aizli 十 azzz 一 al 好 一 azz 一 aizi(1 一 zi) 十 az (1 一 z) 一 (al 十 az)zizs 二 0. 

一 般 情况 的 解法 与 此 相同 :用 (4) 式 左边 减 去 右边 , 差 a;x; 一 wz; 在 提取 公 因 式 
aizi 后 利用 条 件 (3) 化 为 airixj(j 闫 让 的 和 . 最 后 ,每 两 项 aizizji，aziziG 天 7J) 的 和 
Oe De a 

从 简单 情况 做 起 的 好 处 是 : (站) 熟悉 问题 中 的 条 件 与 结论 ; (itb) 取得 部 分 结果 ; (11i) 
增强 信心 ;Giv) 发 现 规律 , 找 出 解决 一 般 问题 的 方法 . 

上 面 所 讲 的 好 处 中 ,最 后 一 点 是 最 重要 的 . 如 果 简 单 的 情况 无 助 于 发 现 规律 ,不 如 
径直 从 一 般 情况 入 手 . 

数学 归纳 法 中 很 多 例子 都 是 从 简单 情况 开始 的 ,请 参见 第 7 讲 . 

探索 可 以 从 粗略 的 估计 开始 . 

已 知 a 宇 2,5 宇 2, 证 明 ; ab 宇 a 十 b. (6) 

解 ” 如 果 将 左边 a,b 均 用 2 代 进 去 , 便 得 ab 三 4. 可 惜 的 是 (6) 式 右边 的 a 十 b 并 不 
小 于 等 于 4( 恰 恰 相 反 , a 十 6 三 4). 证 明 无 法 进行 下 去 . 我们 应 当 回 到 出 发 点 ,并 总 结 一 
下 失败 的 原因 . (6) 的 右边 有 变 元 a, 5, 所 以 不 能 简单 地 把 左边 换 成 常数 4. 

那么 ,只 将 一 个 变 元 换 成 2 呢 ? 

例如 保留 0, 将 a 换 成 2, 得 到 ab 三 20. 如 果 a 和 ,那么 (6) 式 右边 a 十 5 委 20, 由 
此 便 可 导出 结论 ,可 是 a 也 有 可 能 大 于 45 啊 ! 

虽然 (6) 仍 未 得 到 完全 的 证 明 , 但 已 经 获得 部 分 的 结果 , 即 在 a 三 56 时,(6) 成 立 . 

稍 作 点 变更 ,保留 a, 则 将 5 换 成 2, 那 么 ob 宇 2a. 于 是 在 4a 三 5 时 , a 十 b 达 24 三 
ab， 即 (6) 式 成 立 . 
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将 以 上 两 方面 结合 起 来 , 便 得 到 完整 的 证 明 . 证 明 可 以 稍 加 整理 写成 如 下 形式 ; 

不 妨 设 < 三 2 (由 于 对 称 性 ) ,我 们 有 ab 三 2a 人 三 aa 十 4 

例 5 还 有 其 他 的 证 法 ,参见 本 讲 最 后 部 分 . 

例 2 也 可 从 最 粗糙 的 估计 开始 ; 

1 990 个 学 生 , 每 排 有 199 个 座位 ,至 少 要 1 990 二 199 = 10 排 才能 坐 下 . 

但 10 排 未 必 能 保证 同一 学 校 的 学 生 都 坐 在 同一 排 . 如 果 让 学 生 按 照 学 校 顺 次 人 
座 , 第 一 排 满 了 再 坐 第 二 排 ,第 二 排 满 了 再 坐 第 三 排 ,… ,那么 全 部 学 生 都 在 10 排 中 就 
座 , 但 有 些 学 校 的 学 生 可 能 分 在 一 排 的 排 尾 或 下 一 排 的 排头 . 

出 现 上 述 情况 时 ,可 以 把 不 合 要 求 的 学 校 调整 到 “备用 ”的 排 . 至 多 有 9 所 学 校 不 合 
要 求 (他 们 有 一 部 分 人 坐 在 第 一 ,二 ,……, 九 排 的 排 尾 ) ,而 


5 所 学 校 的 人 数 过 5 Xx 39 = 195 一 199， (7) 


所 以 只 需要 2 排 * 备 用 席 ”, 就 可 以 安排 这 些 学 校 (每 排 备 用 席 可 以 安排 5 所 学 校 ). 

因此 ,12 个 排 足 以 保证 全 部 学 生 按 要 求 坐 下 . 

12 排 能 不 能 减少 成 11 排 呢 ( 在 一 般 情况 下 ,10 排 是 不 够 的 . 这 一 点 虽然 没有 证 明 ， 
仅 任 感觉 或 常识 就 可 以 相信 )? 

不 能 ! 为 此 ,我 们 注意 在 各 学 校 人 数 均 不 太 少时 ,每 排 可 安排 5 所 学 校 ,不 能 安排 


6 所 学 校 ( 在 各 校 人 数 > | “6 | 十 1 = 34 时 即 是 这 样 ). 这 时 ,如 果 学 校 所 数 之 56, 那 


么 11 个 排 就 不 够 了 . 
因此 在 总 人 数 为 


34 X56 = 1 904 (8) 


时 ,11 排 就 不 能 保证 安排 学 生 全 部 坐 下 . 总 人 数 为 1 990 时 更 是 如 此 . 更 精确 一 些 , 如 果 
55 所 学 校 各 派 34 人 ,1 所 学 校 派 30 人 ,总 人 数 为 


34 X55 十 30 = 二 1 900 (9) 


时 ,11 排 就 不 能 使 学 生 全 部 坐 下 . 所 以 必须 12 个 排 才 能 保证 56 所 学 校 派出 的 学 生 全 
部 坐 下 . 

1 900 不 能 改 成 更 小 的 数 ,参见 习题 1 第 2 题 . 

所 谓 粗 略 的 估计 ,实际 上 是 抓 住 了 主要 部 分 ,把 握 了 全 局 . 

有 的 解答 讨论 空 座位 的 精确 估计 ,这 种 讨论 并 非 必要 ,不 如 上 面 的 解法 简洁 . 总 之 ， 
在 需要 精细 时 , 务 于 精细 . 否则 ,“ 观 其 大 略 ”, 可 矣 ! 

探索 , 需 注 意 极端 情况 (最 大 、 最 小 等 ). 

4% n(n 宇 3) 个 人 参加 乒乓 球 循环 赛 ( 即 每 两 人 之 间 必 须 比赛 一 场 ). 如 果 没 有 
人 全 胜 , 证 明 必 有 A, B, C 三 个 人 ,A 胜 B, B 胜 C, C 胜 A. 


第 1 讲 探索 法 (一 ) 


解 考虑 获胜 场 数 最 多 的 人 A( 如 果 有 几 个 人 获胜 场 数 均 为 最 多 ,从 其 中 任 选 一 个 
作为 A). 

由 于 A 未 全 胜 , 必 有 C 胜 A. 

人 A 胜 的 人 中 必 有 B 胜 C( 否 则 C 胜 的 人 数 至 少 比 A 多 1, 与 A 的 “最 大 性 ”矛盾 ). 
这 样 的 三 个 人 即 为 所 求 . 

在 需要 满足 较 多 要 求 时 ,往往 暂时 忽略 一 些 要 求 (尤其 是 次 要 的 要 求 ) , 先 得 出 “不 
完善 的 "结果 ,然后 再 加 以 修正 . 

将 一 个 圆 盘 分 为 n 个 扇形 Al，A,,…，A,. 每 个 扇形 可 涂 红 、 黄 、 蓝 三 种 颜 

色 中 的 任 一 种 ,但 每 个 相 邻 的 扇形 的 颜色 必须 不 同 . 问 有 多 少 种 涂 法 ? 

解 ” 设 有 a, 种 涂 法 . 显然 有 w 一 3, a = 6. 

考虑 nn 宇 3. 第 一 个 扇形 A! 有 3 种 涂 法 . 涂 好 Ai 后 ,第 二 个 扇形 A, 有 2 种 涂 法 . 
这 样 继续 涂 下 去 ,如果 不 要 求 第 n 个 扇形 A, 与 A 颜色 不 同 ,每 个 扇形 均 有 2 种 涂 法 . 
总 的 涂 法 种 数 为 3 X 2 一 . 

要 使 A, 颜色 与 A 不 同 ,我 们 必须 从 3 x 2 中 减 去 那些 不 合 要 求 的 涂 法 , 即 A， 
与 A, 同色 的 那些 涂 法 . 

如 有 果 将 A, 与 A; 合 而 为 一 ,那么 上 述 例 外 的 涂 法 的 个 数 就 是 a,_1， 所 以 


Ge SE 2 (10) 


由 (10) 式 易 得 a, = 二 3X2"1 一 3X2 中 ?十 … 十 (一 1)"”?X3X2, 即 
J2”" 一 2, 7n 为 大 于 1 的 奇数 ; 
a 2” 十 2, nn 为 正和 偶 数 . 
几何 作 图 中 的 轨迹 相交 法 就 是 放弃 一 部 分 要 求 ,这 时 满足 其 余 要 求 的 点 不 是 一 个 ， 
通常 是 一 条 曲线 (点 的 轨迹 ) ; 而 放弃 另 一 些 要 求 ,得 到 的 轨迹 是 另 一 条 曲线 ,这 两 条 曲 
线 的 交点 就 满足 所 有 要 求 . 这 类 例子 过 去 俯 拾 即 是 (参见 习题 1 第 9 题 ) ,但 目前 不 太 流 
行 ,我 们 宁愿 举 一 个 算术 中 的 问题 . 
在 m Xn 的 矩形 表 中 填 人 mn 个 不 同 的 平方 数 ,使 每 一 行 、 每 一 列 的 和 都 是 
平方 数 . 
解 ” 我 们 先 考虑 第 一 行 . 设 寺 人 的 数 为 六, 如,，…, 尼 ,如 ,如 何 使 它们 的 和 为 平 
方 数 呢 ? 这 并 不 困难 ,因为 每 一 个 性 (1 过) 三 nn) 都 可 由 我 们 挑选 . 即使 前 n 一 1 个 已 经 


中 十 形 十 沪 十 素 ， 一 包 或 鸡 二 1， (11) 
还 可 以 选择 久 二 上 一 1 或 ,使 得 行 和 
中 十 月 十 …… 十 虹 十 好 二 (有 十 1)? (12) 


而 要 实现 (11) ,只 要 总，…，, 6b,-, 全 是 偶数 或 上 只 有 一 个 为 奇数 就 可 以 了 . 
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其 他 行 可 以 类 似 地 处 理 , 更 简单 地 是 利用 第 一 行 : 将 第 一 行 的 数 乘 以 一 个 平方 数 即 
可 用 作 其 他 行 的 数 . 

同样 ,在 构造 第 一 列 时 ,可 取 al，as，…，am-1, 它 们 都 为 偶数 或 只 有 一 个 为 奇数 ， 
从 而 好 十 好 十 … 十 对 | = 二 很 或 2 十 1. 再 取 a = 二 上 一 1 或 k, 则 i 十 ;十 … 十 a? 
+as = (& 十 1》. 

将 第 一 列 乘 以 平方 数 用 作 其 他 列 , 各 列 的 和 都 是 平方 数 . 

所 以 为 了 使 各 行 、 各 列 的 和 都 是 平方 数 , 只 需 令 第 i 行 、 第 j 列 的 元 素 为 aib); (1 过 i 
hy TS SE, 

探索 ,并 非 完 全 没有 目标 . 有 时 ,问题 已 经 有 明确 的 结论 . 即使 没有 结论 ,往往 可 以 
猿 出 答案 应 当 是 什么 .“ 先 猜 ,后 证 一 一 这 是 大 多 数 的 发 现 之 道 .” 

猜 出 结论 , 便 可 以 “有 的 放 矢 ”. 在 猜 结 论 的 时 候 , 不 应 当 忘 记 那 些 极端 情况 . 

和 人 和 信 ABC 的 底 BC = a 及 BC 边 上 的 高 h, 均 为 定 值 . 试问 什么 时 候 , 这 个 三 
角形 的 三 条 高 的 乘积 hhsh, 取 最 大 值 ? 

解 ” 顶 点 A 在 与 BC 平行 并 且 距 离 为 h。 的 直线 1 上. 我们 猜想 在 AB = AC, 即 
人 A 人 ABC 为 等 腰 三 角形 时 ,hshsh。 为 最 大 . 

当然 也 可 能 有 人 猜测 在 人 BAC = 90 , 即 八 ABC 为 直角 三 角形 时 ,Ap 为 最 大 . 

究竟 哪 一 种 猜想 正确 ,难以 预先 确定 . 科学 的 态度 是 允许 .鼓励 各 种 各 样 的 猜想 ,对 
各 种 猜想 采取 宽容 ,平等 的 态度 ,一视同仁 . 如 果 有 证 据 表 明 原 来 的 猜想 不 正确 或 不 完 
全 正确 时 就 应 当 据 弃 或 修正 , 决 不 闫 固 坚持 错误 (参见 习题 1 第 9 题 ). 


在 我 们 的 问题 中 ,六 已 知 ,只 需要 求 hh 的 最 大 值 . 由 于 面积 S = 去 ha 为 已 知 ， 


问题 可 以 化 成 求 & (we = 息 - ) 的 最 小 值 ,而 女 = S37， 最 后 又 归结 为 求 sin A 的 最 


大 值 . 

如 果 人 BAC 可 以 为 90" ,那么 人 BAC = 90 时 ,sin A 最 大 , 即 hhh. 最 大 . 

当 且 仅 当 以 BC 为 直径 的 圆 与 1 有 公共 点 时 ,BAC 可 以 为 90 , 即 如 果 h, 过 a/2， 
hhsh. 在 人 人 BAC 为 直角 时 最 大 (如 图 1-1). 


1 A 
B a C 
B a C 
图 1-1 图 1-2 


如 果 凡 二 a/2,A 点 在 以 BC 为 直径 的 圆 的 外 面 , 人 BAC 一 90". 这 时 sinA 随 人 A 
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递增 , 当 A 在 BC 的 中 垂 线 上 , 即 AB = AC 时 ,人 A 最 大 . 所 以 hhsh, 在 AB = AC 时 
最 大 (如 图 1-2). 

从 最 后 的 结果 来 看 ,两 种 猜测 都 不 完全 正确 ,只 有 将 它们 合 起 来 才 是 完整 的 答案 . 
由 此 可 见 ,各 种 不 同 的 看 法 未 必 是 对 立 ,矛盾 的 . 在 大 多 数 场 合 ,恰恰 是 相互 补充 , 相 辅 
相 成 的 . 

探索 ,必须 充分 利用 已 有 的 信息 . 

在 例 5 中 ,条 件 a 三 2,b 三 2 必须 充分 利用 . 除 上 面 的 解法 外 ,也 可 由 已 知 条 件 出 
发 ,得 出 a 一 2 宇 0, 5 一 2 宇 0 及 (a 一 2)(5b 一 2) 三 0. 再 展开 ,整理 得 


二 (13) 
又 由 a 宇 2,65 宇 2 得 > (14) 
从 而 由 (13), (14)， 朱宇 了 (b 十 4) 之 a 十 


老练 的 解 题 者 喜欢 将 信息 重新 编排 (题目 的 复述 ,各 种 各 样 的 解释 等 ) , 变 为 容易 记 
忆 、 便 于 运用 的 形式 . 
例 2 经 过 我 们 改编 后 ,叙述 比 原来 简单 了 许多 ,条 件 与 要 求 都 更 加 明确 . 
已 知 条 件 是 信息 ,在 中 间 过 程 得 到 的 结果 或 引 理 也 是 信息 . 如 果 题 做 不 出 ,最 好 再 
看 看 这 些 东 西 ,或 许 会 有 新 的 启发 “现场 调查 一 一 自 次 ， 这 句 话 是 有 道理 的 . 
探索 ,可 以 从 “结论 "开始. 
要 证 的 结论 ,是 重要 的 信息 .“ 聪 明 人 从 结果 开始 ”. 从 结果 开始 ,“ 执 果 索 因 ”, 一 直 
追溯 到 已 知 ,这 就 是 分 析 法 . 在 平面 几何 与 不 等 式 的 证 明 中 常常 采用 . 
例 5 中 ,可 由 结果 ab 三 a 十 6b 出 发 ; 
ab 宇 a 二 bb 
一 
和 = 一 18 一 上 之 
<a220 之 2 
最 后 的 不 等 式 是 已 知 中 给 出 的 条 件 ,当然 成 立 , 所 以 要 证 的 结论 ob 宇 a 十 5 成立. 
在 用 分 析 法 时 , 务 须 注意 前 面 的 不 等 式 是 由 后 面 的 推出 ,而 不 是 前 面 的 不 等 式 推出 
后 面 的 不 等 式 . 因果 颠倒 ,论证 就 全 错 了 . 
分 析 法 可 改 用 综合 法 写 . 
上 面 例 5 的 证 明 可 写成 2 
au— | 1 bl] 起 ] 
Sw fo sl 
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=> 0 之 4 十 0. 
读者 可 以 从 解 题 实 践 中 举 出 很 多 例子 ,充实 上 面 的 议论 ,提出 自己 的 意见 . 


二 


1. 例 8 中 ,如 何 能 使 填 入 的 数 互 不 相同 ? 
. 证 明 在 例 2 的 条 件 与 要 求 下 ,11 排 可 以 保证 1 899 名 学 生 坐 下 . 
. m Xn 个 同样 的 立方 体 排 成 m 行 n 列 . 每 个 立方 体 有 一 面 染 成 黑色 , 黑 的 面 不 一 定 全 


朝 上 . 立方 体 可 以 转动 ,但 转动 时 必须 将 同一 行 或 同一 列 的 立方 体 同时 转动 . 能 否 经 
过 若干 次 转动 ,使 黑 的 面 全 部 朝 上 ? 


， 求 方程 兴 十 4yzz 一 11 交 十 4zy 一 8y 十 8zz 一 40xz 十 52 一 0 的 实数 解 . 
.正方形 ABCD 边 长 为 1， AB，AD 上 各 有 一 点 P,Q, 如 果 八 APQ 周 长 为 2, 求 


二 PCQ. 


. 证 明 任 何 一 群 人 (人 数 三 2) 可 以 分 成 两 组 ,使 得 每 个 人 在 同一 组 中 熟人 的 个 数 不 多 


于 在 另 一 组 中 热 人 的 个 数 . 


,从 {人 ,2,…:,，3n}) 中 任 取 nn 十 1 个 不 同 的 数 , 证 明 必 有 两 个 数 的 差 大 于 等 于 n, 并 且 小 


于 等 于 2n. 


. 平面 上 的 点 集 M 由 n (nm 三 3) 个 点 组 成 . 如 果 M 中 任 两 点 连 线 的 重 直 平分 线 上 都 有 


M 中 的 点 ,那么 M 就 称 为 祖冲之 集 .对 什么 样 的 n, 有 nn 个 点 的 祖冲之 集 丰 在 ? 


. 平面 上 有 一 个 凸 四 边 形 ABCD. 


则 四 边 形 ABCD 应 满足 什么 条 件 ? 
(b) 满足 (a) 的 点 一 至 多 有 几 个 ? 


第 2 讲 探索 法 (二 ) 


“请 你 讲 一 讲 思路 . ”常常 有 人 提出 这 样 的 要 求 . 

其 实 , 思 路 是 可 以 意 会 ,难以 言传 的 . 

更 进一步 ,思路 是 说 不 清楚 的 . 

这 一 步 是 如 何 想 出 来 的 ? 为 什么 要 这 样 做 呢 ? 教师 可 以 说 得 头头 是 道 , 娓 娓 动听， 
但 真实 的 解 题 过 程 未 必 如 此 . 

他 可 能 犯 了 许多 错误 , 走 了 不 少 弯 路 , 花 了 大 量 时 间 ,仍然 一 无 所 获 . 突然 ,灵感 出 
现 :“ 我 找到 了 1!1” 

教师 (或 书本 上 ) 展 示 的 往往 是 最 后 的 结果 ,而 不 是 探索 的 过 程 . 

探索 的 过 程 则 因 人 因 题 而 异 ,“ 你 不 能 两 次 走 进 同一 条 河 ”. 

探索 ,就 意味 着 必须 自己 去 找 路 . 

“从 来 就 没有 万 能 的 完善 的 解 题 方 法 ,没有 能 应 用 于 一 切 情况 的 精确 规则 ,十 之 八 
九 是 根本 就 不 存在 这 样 的 规则 . ” 

“从 茶 种 程度 上 ,从 某 种 意义 上 说 , 解 题 者 必须 靠 他 的 无 法 说 清 的 感觉 . ” 

“跟着 感觉 走 " 一 一 这 就 是 探索 法 . 

感觉 ,可 以 帮助 你 猜 出 结果 (例如 判断 是 否 有 解 ,什么 是 解 ). 

所 如 图 2-1, 有 mXn 个 格 点 , 求 从 点 A(1, 1) 到 点 BCm, n) 的 一 条 路 径 , 使 得 
它 所 经 过 的 每 一 个 格 点 的 横 坐 标 . 纵 坐 标的 乘积 之 和 为 最 
大 ,并 求 出 最 大 值 (这 里 所 谓 “ 路 径 ” 指 的 是 向 上 、 向 右前 进 
时 走 过 的 折线 ,不 允许 道 着 zx，y 轴 的 正 向 前 进 ). 

解 ” 由 对 称 性 ,不 妨 假设 m 三 n, 并 且 整 个 路 径 在 直 
线 y 王 工 的 下 方 (在 上 方 的 部 分 可 以 通过 关于 y = x 的 对 
称 而 变 到 下 方 ,不 影响 坐标 的 乘积 zy). 

根据 正常 的 感觉 ,所 求 的 路 径 不 外 乎 这 几 种 可 能 ; 

(GD 从 A 一直 向 右 , 再 一 直 向 上 到 B; 

4 从 A 向 右 到 C(n, 1), 再 向 上 到 D(n, n), 最 后 向 右 到 B; 

(ii) 从 A 开始 ,每 向 右 走 一 步 到 一 个 格 点 后 ,就 向 上 走 一 步 回 到 直线 y= 二 x 上 ,这 
样 向 右 \ 向 上 一 直 走 到 D, 最 后 向 右 直 走 到 B. 

稍 作 分 析 比 较 , 即 知 锯齿 形 的 第 三 条 路 径 上 各 格 点 坐标 乘积 之 和 比 前 两 者 大 . 感觉 
告诉 我 们 : 它 就 是 所 求 的 路 径 . 

这 道 题 的 完整 解答 将 在 下 面 给 出 . 

解 题 时 ,可 能 毫 无 办 法 ,也 可 能 有 很 多 种 办 法 . 在 后 一 种 情况 ,需要 正确 的 选择 . 

“如 果 在 你 面前 出 现 了 好 几 条 岔路 ,那么 ,在 大 着 胆子 沿 着 某 一 条 路 走 下 去 之 前 最 
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好 先 对 每 一 条 路 都 稍 加 探索 ,因为 任何 一 条 都 可 能 把 你 引 向 死胡同 .” 

谋 定 后 动 ,切忌 慌 不 择 路 . 

不 可 能 ,也 没有 必要 将 每 一 条 道路 走 到 底 . 只 需要 “ 稍 加 探索 ”, 即 可 作出 决定 . 

而 感觉 往往 可 以 帮助 你 选择 正确 的 解法 . 

在 例 1 中 ,有 哪些 办 法 可 以 证 明 所 得 路 径 的 “最 大 性 ? 呢 ? 至 少 有 三 种 : 

(i) 求 出 各 格 点 坐标 乘积 之 和 S ,证明 它 大 于 其 他 路 径 的 相应 的 和 S 

(ii) 考虑 所 得 路 径 上 每 个 格 点 坐标 的 乘积 ,证 明 它 大 于 或 等 于 其 他 路 径 上 相应 格 
点 坐标 的 乘积 ; 

(iii) 将 任 一 条 路 径 调整 ,使 调整 后 的 和 S 大 于 原来 的 和 .S . 说 明 经 若干 次 调整 后 
可 化 为 上 面 所 说 的 第 三 条 锯齿 形 的 路 径 . 

和 S 可 以 求 出 ,但 要 证 明 它 大 于 每 个 S', 似 难以 下 手 , 很 可 能 要 比较 对 应 的 项 ,这 
实际 上 是 第 二 种 方法 . 

如 果 采 用 (ii) ,第 一 个 关键 是 注意 到 每 条 路 径 上 有 mx 十 n 一 1 个 格 点 (第 一 个 是 A， 
第 m 十 n 一 1 个 是 B), 第 i 个 格 点 的 坐标 之 和 为 i 十 1(i = 二 1, 2,…,m 十 n 一 1). 

第 二 个 关键 是 注意 在 x 十 y = 二 i 十 1 并 且 xz 宇 y 时 , 积 


zy= 士 [(z 十 y)? 一 (zx 一 y)*] 一 地 [(i+1)? 一 (i 十 1 一 2y)?] (1) 


随 y 的 增 大 而 增 大 (当然 2y 三 工 十 y = i 十 1). 


于 是 ,在 前 2 一 1 个 点 中 , 当 i 为 奇数 时 , 积 zy 在 z 一 y 一 入 -时 最 大 ; 当 i 为 侦 


数 时 , 积 zy 在 z = :二 2，y = 专 时 最 大 .在 以 后 的 格 点 中 , 积 zy 在 x = i 十 1 一 n，y 


二 n 时 最 大 . 这 正好 是 前 面 所 说 的 锯齿 形 路 线 . 

方法 (iii) 也 是 可 行 的 . 任 一 条 路 径 上 ,如 果 有 一 段 是 向 右 走 一 步 ( 即 横 坐 标 z 增加 
1) ,再 向 上 走 一 步 ( 即 纵 坐 标 > 增加 1) ,将 它 改 为 先 向 上 走 一 步 , 再 向 右 走 一 步 . 这 时 有 
一 个 格 点 (zx 十 1,y) 改 成 (z，y 十 1). 而 在 zy 时 , z(Gy 十 1) 一 (z 十 1)3 一 工 一 全 
0. 所 以 这 样 的 调整 使 乘积 的 总 和 增加 . 

从 下 面 调整 起 ,可 以 逐步 将 任 一 条 路 径 变 为 上 述 的 锯齿 形 . 

至 于 最 大 值 S, 不 难 算出 


SS 一 1 十 2 十 … 十 好 十 1。2 十 2。 3 十 … 十 (一 1)2 十 zf 十 1) 十 … 十 和 
A "Dn oC + 


_ nw 十 3m 一 3m 一 1) 
ee 


“ 解 题 也 许 是 一 个 思索 的 过 程 ( 对 缺乏 经 验 的 生 手 来 说 则 可 能 是 条 理 不 清晰 的 思 
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索 ) ,也许 这 是 一 条 通 向 解 的 漫长 .艰辛 .充满 曲折 的 道路 ,每 次 转折 都 标志 着 一 次 决断 ， 
这 种 决断 是 我 们 对 相关 性 和 接近 度 的 感觉 对 前 景 增 大 的 或 衰退 的 期 望 所 促成 (或 伴随 
着 ) 的 .” 

“事实 上 ,任何 认真 考虑 过 他 的 问题 的 人 对 于 解 的 接近 程度 和 问题 进展 的 步子 都 会 
有 一 种 明确 的 感觉 . 他 或 许 没有 用 言词 去 表达 ,但 是 他 会 敏感 到 比如 : “这 样 做 是 对 的 ， 
解 可 能 就 在 这 附近 ” ,或 者 “这 样 太 慢 了 , 解 还 是 离 得 很 远 ’ ,或 者 ‘我 卡 住 了 ,一 点 没有 进 
展 ’ ,或 者 “我 正在 偏离 问题 的 解 ' ,等 等 . ” 

感觉 ,帮助 我 们 判明 所 选择 的 解法 是 否 能 导致 问题 的 解决 ,是 否 接近 问题 的 解决 ， 
还 需要 作 哪 些 努 力 以 取得 希望 的 结果 . 尤其 是 帮助 我 们 作出 决断 :是 沿 着 这 种 解法 继续 
走 下 去 ,还 是 彻底 放弃 ?如果 计算 十 分 繁 难 ,圈子 兜 得 太 远 ,又 毫 无 成 功 的 希望 , 那 就 不 
必 有 项 固 地 坚持 走 这 条 道路 . 

事实 上 ,头脑 灵活 ,感觉 敏锐 的 人 ,往往 会 考虑 到 各 种 不 同 的 途径 ,以 供 选择 . 当 一 
条 途径 行 不 通 时 , 便 转 向 其 他 途径 .“ 当 你 越 来 越 清 楚 地 意识 到 它 不 在 那儿 时 却 还 要 固 
执 地 在 那儿 找 , 那 就 没有 什么 道理 了 . ” 

在 例 1 中 ,我们 从 第 1 种 办 法 转向 第 2 种 时 ,向 问题 的 解决 接近 了 一 步 . 接着 ,在 找 
到 对 每 条 路 径 , 第 i 个 格 点 的 坐标 和 均 为 i 十 1 这 个 “不 变量 ”时 ,又 前 进 了 一 步 . 等 式 
(1) 的 出 现 ,更 是 距离 最 终 目 标 只 有 一 步 之 愧 了. 

感觉 的 重要 性 还 可 以 从 著名 数学 家 、 教 育 家 波 利 亚 的 下 列 论述 中 看 出 (本 讲 . 本 书 
中 很 多 引 语 都 出 自 于 他 的 原 话 ): 

一 个 数学 的 推导 ,在 笛 卡 儿 看 来 就 像 一 条 结论 的 链 ,一 个 相继 的 步骤 序列 . 有 效 的 


“相对 于 推理 来 讲 ,我 们 更 应 当 侧重 于 直觉 的 洞察 . ” 

“ 决 不 要 做 违反 你 感觉 的 事 , 但 也 应 当 不 带 任何 偏见 地 去 查看 那些 支持 或 反对 你 的 
计划 的 种 种 说 得 清 的 理由 .” 

解 题 者 的 “ 题 感 ” 与 棋 手 的 “ 棋 感 "一样 ,只 有 通过 不 断 实践 ,认真 总 结 才 能 养 成 . 

显然 ,大 量 的 练习 是 必要 的 . 

“你 想 学 会 游泳 ,你 就 必须 下 水 ,你 想 成 为 解 题 的 能 手 , 你 就 必须 去 解 题 .” 

更 重要 的 是 题 的 质量 ,必须 做 各 式 各 样 的 问题 . 对 于 数学 竞赛 ,除了 那些 典型 的 间 
题 ,还 要 做 那些 富有 创造 性 的 “ 野 路 子 ” 的 问题 . 

感觉 ,在 很 大 程度 上 就 是 数学 的 美感 :整齐 (对 称 ) .简单 .合理 . 

”在 1, 2,…, 1990 中 至 多 能 选 出 多 少 个 数 ,使 得 任意 两 个 选 出 的 数 x，y， 

都 有 和 之 十 y 不 被 差 工 一 y 整除 ? 

解 ” 如 果 选 出 的 数 依 照 由 小 到 大 的 顺序 排 成 一 列 , 那 么 相 邻 两 项 的 差 越 小 , 选 出 的 
数 就 越 多 . 
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但 相 邻 两 项 的 差 不 能 为 1( 因 为 1 整除 这 两 项 的 和 ). 

相 邻 两 项 的 差 也 不 能 为 2. 因为 x 一 y = 2 时 ,x, y 的 奇偶 性 相同 ,所 以 2 整除 
二 十 包 

相 邻 两 项 的 差 至 少 为 3. 

ly ds 990 是 一 个 公差 为 3 的 等 差 数 列 ,共有 664 项 . 每 两 项 ZX»,Yy 的 和 蔗 
十 y 除 以 3 余 2, 因 此 x 十 y 不 被 3 整除 ,更 不 被 + 一 y(z 一 yy 是 公差 3 的 倍数 ) 整 除 . 

另 一 方面 , 1 十 3X 664 = 二 1993 汪 1990, 所 以 从 1, 2,，…，1 990 中 任 选 665 个 数 ， 
必 有 两 个 数 a,b 的 差 小 于 3, (a 一 5b) 整除 (a 十 b). 

所 以 至 多 能 选 出 664 个 数 满足 题 中 要 求 . 


i 1 1 人 
8 设 a,b,c 满 足 二 十 一 pg 十 地 一 2 i (2) 


证 明 : 


Fe C 二 
ea a Ch (3) 


解 〈2) 式 左边 第 一 项 乘 一 < 一 ; 即 得 (3) 式 左边 第 一 项 . 第 二 ,三 项 的 情况 与 此 类 


bc—a’ 


似 . 因此 ,为 了 从 (2) 推 出 (3), 应 当 将 (2) 式 乘 以 一 2 十 一 2 十 一 ,得 


EE 
bc—a’: ca—b ab—e 


a pb C ] ] 
(a a —b pr mi pr sa 一 如 十 二 一 (4) 
(4) 式 左边 展开 后 共有 9 项 ,其 中 3 项 是 (3) 式 左边 的 3 项 .另外 6 项 呢 ? 它们 的 和 
应 当 是 0( 否 则 (3) 式 不 能 成 立 ). 这 不 难 验证 . 事实 上 , 乘 以 分 母 的 最 小 公 倍 数 (kr 一 
a)(ca 一 刀 )( 中 一 c) 后 ,这 6 项 成 为 
ad 一 c) 十 aca 一 开 ) 十 (一 民 ) 十 0 一 上 避 ) 十 cx 一 巡 ) 十 c(Coa 一 好 ) 一 0. 
CH 
于 是 (3) 成 立 . 
当然 其 他 的 解法 也 可 以 奏效 .但 上 面 的 解法 整齐 对 称 ( 所 有 式 子 均 是 a, 5,c 的 轮 
换 式 ) ,而 且 可 以 预见 到 胜利 就 在 面前 ,验证 (5) 式 只 不 过 是 一 种 例行公事 ( 解 题 的 高 手 
甚至 不屑 ?去 做 这 一 步 , 因 为 他 有 信心 `\ 有 把 握 知 道 它 的 正确 性 ). 
n 个 正 数 Es yy sy (6) 
满足 > 一 1， (7) 


证 明 可 以 从 (6) 中 去 掉 一 个 数 ,使 剩 下 的 n 一 1 个 数 的 和 小 于 等 于 V2. 
解 去掉 (6) 中 最 大 的 数 , 剩 下 的 ”一 1 个 数 的 和 最 小 . 这 种 “ 走 极端 ”的 做 法 是 可 供 
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选择 的 一 条 路 (参见 习题 2 第 5 题 ). 
更 为 整齐 的 做 法 是 不 区 分 zi ， x ，…，m 的 大 小 ,假定 其 中 每 n 一 1 个 数 的 和 都 大 
于 Y2( 反 证 法 ). (7) 可 改 成 等 价 的 
2 一 TiCzz 十 Za 十 十 zi) 十 Zrzi 十 Ta 十 … 十 了 oo) 十 … 十 Z (ZI 十 十 并 1)， 
(8) 


从 而 
2 二 V2(zi 十 zz 十 … 十 z) >>V2 oYV2 = 2. (9) 

矛盾 ! 
注 一 一 “一 友 一 二 兴 二 表明 例 4 中 的 /2 为 最 佳 (不 能 换 成 更 小 的 与 


n 无 关 的 常数 ). 

2 若干 块 多 边 形 用 三 种 颜色 的 丝线 缝 成 一 个 多 面体 ,每 一 顶点 处 恰好 有 三 条 
校 , 每 条 校 一 种 颜色 ,各 不 相同 .证 明 可 以 在 每 个 顶点 处 放 一 个 不 等 于 1 的 复数 ,使 得 每 
个 面 上 (的 顶点 处 ) 放 置 的 复数 乘积 为 1. 

解 ” 先 考虑 简单 情况 :四 面体 . 设 四 个 顶点 处 放置 的 复数 为 a, b, c,d, 则 abc = 
bd = oda = dab = 1. 从 而 a = 二 6 二 c= 二 d= 二 w 或 w:, 这 里 w= 二 多. 

对 于 一 般 情况 ,由 于 面 可 能 是 四 边 形 .五 边 形 、…, 各 个 顶点 的 数 未 必 全 部 相等 ,但 
我 们 希望 上 面 的 结果 能 够 发 挥 作用 ,而 且 相 信 问 题 不 应 该 非常 复杂 (在 数学 的 美 中 , 首 
先 要 推崇 的 是 简单 性 ). 因此 ,最 好 只 用 两 个 数 w,w? (既然 一 个 不 行 ). 问题 是 在 哪些 顶 
点 放 ,哪些 顶点 放 w?? 

这 是 一 个 分 类 问题 :如 何 将 顶点 分 为 两 类 ? 考虑 三 种 颜色 ,这 一 已 知 条 件 正好 发 挥 
作用 . 设 颜色 为 1, 2, 3, 如 果 人 站 在 顶点 处 ,1, 2, 3 构成 顺 时 针 方 向 ,就 放 w, 否 则 放 ow 
(如 图 2-2). 


图 2-2 图 2-3 


主要 的 困难 业已 克服 ,我 们 采用 简单 合理 (而 且 与 已 知 条 件 有 关 ) 的 方法 放 好 数 , 深 
信 ( 此 时 此 刻 的 正常 感觉 ) 它 一 定 能 使 结论 成 立 . 事实 上 ,对 任 一 个 面 ,在 沿边 缘 依 逆 时 
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针 前 进 时 ,如 果 颜 色 是 良 序 的 (1 一 2， 2 一 3 或 3 一 1), 所 标 数 为 w, 如果 颜色 是 逆序 的 
(2 一 ] ，3 一 2 或 1 一 3) ,所 标 数 为 w: (如 图 2-3) ,所 以 各 数 的 乘积 为 ww”, 其 中 是 边 
数 ,) 是 逆序 个 数 . 现在 只 需 证 明 3 | (2 十 7). 

对 于 每 个 逆序 ,在 中 间 插 一 条 边 : 在 2 一 1 之 间 插 入 3, 32 之 间 插 入 1，1- 一 3 之 间 
插入 2( 也 就 是 把 拖 在 外 面 的 “辫子 ” 收 到 里 面 来 ), 这 时 原来 的 n 边 形变 成 n 十 7 边 形 ， 
各 边 的 颜色 依次 为 1, 2, 3, 1, 2,，3,…，1,， 2,，3, 因 此 3 | (十 7), 结论 成 立 . 

例 1、 例 2、 例 5 都 是 所 谓 “ 开 放 式 的 问题 ” 这 类 问题 或 未 给 出 结论 ,或 未 给 出 结构 ， 
需要 我 们 上 下 求索 ,与 科学 研究 非常 接近 ,两 者 的 差别 仅仅 在 于 如 果 前 者 需要 5 个 小 
时 ,后 者 差不多 就 需要 5 000 小 时 . 

要 提高 解 题 能 力 ,还 必须 注意 总 结 . 

总 结 , 是 解 题 的 第 四 步 ( 前 三 步 是 弄 清 问 题 、. 拟 定 计 划 、 实 施 计 划 ). 这 不 是 可 有 可 
无 ,而 是 必 不 可 缺 的 一 步 . 

解 题 ,如 同 在 黑暗 中 走 进 一 间 陌生 的 房间 . 总 结 , 则 好 像 打 开 了 电灯 ,这 时 一 切 都 清 
楚 了 : 在 以 前 的 探索 中 , 哪 几 步 走 错 了 ? 哪 几 步 不 必要 ? 应 当 怎 样 走 ? 等 等 . 

正如 波 利 亚 所 说 ,这 是 “领会 方法 的 最 佳 时 机 ”,“ 当 读者 完成 了 任务 ,而 且 他 的 体验 
在 头脑 中 还 是 新 鲜 的 时 候 , 去 回顾 他 所 做 的 一 切 ,可 能 有 利于 探究 他 刚才 克服 困难 的 实 
质 . 他 可 以 对 自己 提出 许多 有 用 的 问题 : “关键 在 哪里 ?重要 的 困难 是 什么 ?什么 地 方 
我 可 以 完成 得 更 好 些 ? 我 为 什么 没有 觉察 到 这 一 点 ?要 看 出 这 一 点 我 必须 具备 哪些 知 
识 ? 应 该 从 什么 角度 去 考虑 ? 这 里 有 没有 值得 学 习 的 诀窍 可 供 下 次 遇 到 类 似 问 题 时 应 
用 ?’ 所 有 这 些 问题 都 提 得 不 错 , 而 且 还 有 许多 别 的 问题 一 一 但 最 好 的 问题 是 自然 而 然 
地 浮现 在 你 脑海 里 的 问题 ”. 

总 结 ,首先 是 将 解法 化 简 ( 或 称 为 简化 ). 

了 也 定义 在 实数 集 R 上 的 函数 f(z) 关 于 Z 是 不 减 的 ,上 且 满足 f(z 十 1) = f(x) 

1 ef = ff (T°) zn 二 1],，2,…)，, 证 明 : 对 一 切 x, yER, | f(x) 
Hn 个 下 

— f(y) | 过 上 | 


解 ”首先 证 明 f, (xz) 是 以 1 为 周期 的 周期 函数 , 即 f, (zt 十 1) == f(x). 

因为 f(x 十 1) = f(x 十 1) 一 (zx 十 1), 而 f(x 十 1)== f(x) 十 1, 故 fi(x 十 1) = 
f(x)+1—(z++1)= f(z)—z= fi(z). 

假设 n = 上 有 时, fi(zx 十 1) = f(x) 成 立 . 因为 


fiz 1) = FE 


k 个 f 


RE FU Gm 
k 个 f 
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于 是 FF OZ 十 1] ) = ff RD 

k 个 f 类 个 了 上 
从 而 fALS CA z+ De)) = FLSCAf 2)")) + D), 

个 扩 £ 个 f 
即 FE LA EY = EER 

+ 个 f 和 1 个 
因而 (fC 中 (fz 二 DD —(z+D= (Cn(F(2)Y +1— (z+ DD), 
即 fai tr) = f(z). 


于 是 我 们 只 需 在 区 间 L0, 1] 上 考虑 结论 即 可 . 以 下 用 反 证 法 证 明之 . 
假设 结论 不 真 , 则 存在 Xo, YE [0， 1], 使 得 


fm ™— fkye (10) 


( 阁 f(zo) 一 f(yo) 三 一 1, 则 交换 xo， yo 的 地 位 可 同样 证 明 ). 因为 f(x) 是 不 减 的 ,所 
以 f(z) 十 三 了 A(f《(…(f(z))…)) 也 是 不 减 的 ,从 而 


1 村- > Hm) pr faityoy 二 -8 > £0) — 法 


于 是 To—l1< f(D — f(x0) SN f(y) O— fT0). 
由 (10) 有 太一 人 二 
结合 上 式 得 Zoo 一 1 委 % 一 1， 
即 ze 委 yo. 从 而 有 zo 十 f(zo) 三 yo 十 f(yo)， 即 
Cr ™— fk 7 iE (Ey 


由 (10), (11)Y 有 yo 一 zo = 二 1, 这 只 能 是 xo = 二 0, yo = 二 1. 但 是 f(x0o) 一 f(yo) = f,(0) 
一 (1) = 二 0, 这 与 (10) 是 矛盾 的 . 至 此 ,命题 完全 获 证 . 

上 面 的 解答 毛病 其 多 (虽然 它 不 是 错误 的 ): 

(iD 叙述 元 长 . 初学 者 希望 解答 尽 可 能 详细 ,但 如 果 因 为 琐碎 的 解答 “淹没 "了 思 
路 , 痊 多 益 少 . 要 取得 长 足 的 进步 ,就 应 当 从 解答 中 提炼 出 主要 步骤 (关键 步骤 ). 因此 ， 
写 解答 概要 是 一 种 很 好 的 练习 . 并 且 随 着 水 平 的 提高 ,概要 会 越 写 越 精练 , 几 十 个 字 的 
可 以 压缩 为 十 几 个 字 , 甚 至 一 句 话 的 提示 . 

(ii) 主 次 不 分 . 前 面 写 得 过 长 ,似乎 “将 问题 限制 于 L0, 1j] 内 考虑 是 解 本 例 的 关 
键 ”. 其 实 这 一 步 只 是 一 种 化 简 , 对 比较 有 经 验 的 读者 ,应 当 是 显而易见 的 . 打 蛇 应 当 打 
七 寸 , 不 要 对 着 尾巴 打 个 不 停 . 

(iii) 迁 回 曲折 . 后 一 部 分 可 以 不 用 反 证 法 ,步骤 也 可 以 大 大 减少 . 

建议 读者 改写 例 6 的 解 . 
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总 结 有 助 于 弄 清 问题 的 实质 . 
” 在 有 限 项 的 实数 数列 


Gls C29 ""*» Un (C1) 


中 ,如 果 一 段 数 ai ,ati ，…，axrre 的 算术 平均 数 大 于 1 988 ,那么 我 们 把 这 段 数 叫 做 一 
条 “ 龙 ”, 并 把 ax 称 为 这 条 龙 的 “龙头 ”如 果 某 一 项 a 二 1 988, 这 单独 一 项 也 算 作 龙 ). 
假定 (12) 中 至 少 存 在 一 条 龙 ,证 明 (12) 中 全 体 可 以 作为 龙头 的 项 的 算术 平均 数 也 
必定 大 于 1 988. 
解 ”这 是 第 三 届 全 国 中 学 生 数学 冬令 营 的 试题 ,至 少 有 三 种 解法 . 公布 的 标准 解答 
考虑 龙 的 长 度 , 颇 为 麻烦 . 另 两 种 解法 是 用 归纳 法 . 
n 一 ] 时 结论 显然 . 设 结论 对 项 数 小 于 n 的 数列 成 立 . 考虑 数列 (12) ,着 ai 不 是 龙 
头 , 则 (12) 中 的 龙头 与 ax， as，…，a 中 的 龙头 完全 一 致 ,由 归纳 假设 可 证 得 结论 成 立 . 
行 Ul 是 龙头 , 设 


Cl C2 """*» Um C1 


是 一 条 龙 , 则 这 m 个 数 的 平均 值 大 于 1 988. 其 中 (在 (12) 中 ) 不 是 龙头 的 数 小 于 等 于 
1 988, 将 它们 删 去 后 平均 值 仍然 大 于 1 988. 另 一 方面 ,数列 


i (14) 


或 者 没有 龙头 ,或 者 其 中 的 龙头 与 (12) 中 这 部 分 的 龙头 完全 一 致 . 由 归纳 假设 ,它们 的 
平均 值 大 于 1 988. 将 对 (13), (14) 的 讨论 综合 起 来 便 得 结论 . 

另 一 种 归纳 法 是 讨论 a, , 比 上 面 讨论 ai 的 解法 稍 长 一 点 . 

例 7 中 “龙头 ?” 才 是 关键 , 龙 的 长 度 是 非 本 质 的 . 

总 结 , 可 以 提高 鉴赏 能 力 ,知道 什 么 是 好 的 解法 . 

总 结 , 可 以 养 成 抓 住 关键 , 直接 剖析 问题 核心 的 好 习惯 . 


良好 的 题 感 正 是 通过 总 结 培养 起 来 的 . 
解 题 , 切 莫 忘记 总 结 ! 
习 题 “4 i , 3 晤 说 a er 
1. 改写 例 6. 


2. b,c 为 实数 ,并 且 二 次 方程 十 br 十 c = 二 0 有 两 个 实 根 .证 明 必 有 整数 nn, 使 


i 二 如 十 c 去 max( 闻 ， ec). 


3. A 为 自然 数 的 有 限 集 , mx E N (自然 数 集 ). 若 对 任意 自然 数 a, a, a 十 tm，*…,， a 十 
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1 990 m 这 1 991 个 数 中 至 少 有 一 个 不 属于 A. 证 明 方 程 + 一 y 二 m 的 解 TE A,yE 


1 989 
4 的 个 数 委 1990 1 A |， 


4. 平面 一 凸 多 边 形 内 部 有 一 点 O, 过 加 的 任 一 条 直线 将 多 边 形 分 为 面积 相等 的 两 块 . 
问 这 个 多 边 形 是 怎样 的 多 边 形 ? 


S5， 用 “ 走 极端 ”的 方法 解 例 4. a d 
6. 在 例 4 的 条 件 下 , 求 zi 十 Zz 十 … 十 x, 的 最 小 值 . mt 
7. 如 图, 每 个 顶点 处 的 数 等 于 三 个 相 邻 顶点 处 所 标 数 的 和 的 三 求 A 
站 一人 一 一 一 HF a 
8， 一 个 等 差 歼 列 的 第 二 、 三 、 六 项 成 等 比 数列 . 来 这 个 等 比 数列 的 “ny 


公 比 ， 

9. 证 明 平 面 上 的 有 理 点 (zy,y)，Zz，yEQ( 有 理 数 集 ), 可 以 分 为 两 个 点 集 A、B, A 与 
任 一 条 平行 于 y 轴 的 直线 仅 有 有 限 多 个 公共 点 ,B 与 任 一 条 平行 于 x 轴 的 直线 仅 有 
有 限 多 个 公共 点 . 

10. 对 每 一 正 整 数 1, 证 明 五 个 数 17"，17"+1 ，172*+2 ，17"+3 与 17"” 中 至 少 有 一 个 的 首位 
数字 为 1. 
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第 3 讲 枚 举 法 


枚 举 法 ,也 称 为 穷 举 法 ,是 一 种 极 简单 . 极 基 本 的 证 明 方 法 . 

根据 情况 逐一 讨论 ,这 就 是 枚 举 法 . 

在 面临 几 种 不 同 的 情况 ,无 法 统一 处 理 时 ,常常 采用 枚 举 法 . 

即使 可 以 统一 处 理 , 为 了 降低 问题 的 难度 ,也 常常 采用 枚 举 法 ,分 成 几 种 情况 去 讨 
论 . 因为 采用 这 种 方法 时 ,每 一 种 情况 都 增加 了 一 个 前 提 条 件 , 为 问题 的 解决 提供 了 
便利 . 

外 早生。 a,b 均 为 正 无 理 数 ,a’ 是 否 一 定 是 无 理 数 ? 是 否 一 定 是 有 理 数 ? 

解 a’ 不 一 定 是 无 理 数 . 我 们 考虑 (V2)” ,可 能 有 两 种 情况 : 

(i) W2) 是 无 理 数 ,而 ((V2)%)" = (V2): = 2 E Q (有 理 数 集 ). 

(ii) (V2) 池 是 有 理 数 ,显然 (VY2)* 之 1, 所 以 对 这 有 理 数 ,存在 n E N (自然 数 集 )， 
使 它 ((V2)”) 不 是 有 理 数 的 n 次 究 ( 取 n 大 于 这 数 的 分 子 或 分 母 中 质 因 数 的 最 高 次 客 
即 可 ). 这 时 V2)" 是 无 理 数 . 

于 是 在 每 一 种 情况 中 , 均 给 出 一 个 w 为 有 理 数 (在 (D) 中 a = (V2)”, 在 (iD 中 a = 


V5. 在 (让 ,( 让 中 ,6 均 为 V2) 和 as 为 无 理 数 (在 Q 申 中 5b 二 V2, 在 (让 中 65 二 V2. y 


(ii 中 a 均 为 V2) 的 例子 . 

当然 ,也 可 举 (V2)?ogs 一 3，(V2)gs 一 V3 作为 例子 . 

有 趣 的 是 ,上 面 的 讨论 不 需要 知道 (V2)* 是 有 理 数 还 是 无 理 数 (虽然 利用 超越 数 的 
理论 可 以 知道 (VY2)* 是 无 理 数 ). 将 两 种 可 能 情况 均 列举 出 来 , 既 绕 过 了 难点 (证 明 
(V2) 为 无 理 数 ) ,又 增加 了 有 利 的 前 提 条 件 ( 在 Gi) 中, (V2)” 为 无 理 数 .在 (ii) 中 ， 
CV2)” 为 有 理 数 ). 实 属 巧妙 之 至 ,值得 细 细 玩味 . 

在 研究 工作 中 也 有 类 似 的 例子 . 高 斯 (C. F. Gauss，1777 一 1855) 猜 测 虚 二 次 域 
Q(Vq) 的 类 数 h(d) 随 |d| 趋 于 无 穷 . 1918 年 ,人 们 先 在 广义 黎 曼 (G. F. B. Riemann， 
1826 一 1866) 假 设 成 立 的 前 提 条 件 下 ,证 明了 高 斯 猜测 . 然后 (1934 年 ) 又 在 广义 黎 曼 假 
设 不 成 立 的 前 提 条 件 下 ,证 明了 高 斯 猜测 ,于 是 ,完全 解决 了 高 斯 猜测 . 但 广义 黎 曼 假设 
是 否 成 立 , 至 今 仍 未 解决 (这 是 更 为 困难 的 问题 ) , 它 在 证 明 高 斯 猜测 中 只 是 一 个 被 利用 
的 工具 . 

由 此 可 见 , 枚 举 法 的 积极 意义 在 于 创造 一 些 前 提 条 件 , 先 求 得 (在 这 些 条 件 之 下 的 ) 
部 分 结果 ,逐步 走向 问题 的 最 终 解决 . 

很 多 数学 问题 可 以 用 枚 举 法 解决 ,因为 出 现 的 情况 只 有 有 穷 种 . 
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光 区 一 个 三 位 数 除 以 11 所 得 的 余数 等 于 它 的 三 个 数字 的 平方 和 , 试 求 出 所 有 
满足 这 样 条 件 的 三 位 数 . 

解 三 位 数 只 有 900 个 ,如 果 有 计算 机 可 资 利用 , 编 上 程序 逐个 检查 便 可 找 出 管 
案 . 但 是 ,不 用 计算 机 也 可 以 解决 问题 . 

设 这 三 位 数 的 百 位 ,十 位 ,个 位 数字 分 别 为 x-，y，z, 则 由 于 任何 数 除 以 11 所 得 余 
数 小 于 等 于 10, 所 以 刀 十 多 十 于 过 10， (1) 


于 是 所 求 的 三 位 数 必 在 以 下 数 中 : 

V0: OL 10%, I0%y. TOs Tils 1% 120, 121, 122. 130; 

2605 01 202, VIO07 211s ZI 220, 221; 300, 3017 310, 

不 难 验证 只 有 100，101 两 个 数 符合 要 求 . 

注 ”我 们 没有 利用 更 多 的 知识 (如 100x 十 10y 十 z 除 以 11 的 余数 为 + 一 y 十 z 或 
一 y 十 xz 十 11). 知识 用 得 越 多 , 枚 举 的 情况 越 少 . 但 知识 用 得 过 多 ,就 失去 了 枚 举 的 意 
义 .通常 是 在 知识 、 枚 举 之 间作 适当 的 平衡 . 

已 到 任意 4 个 不 全 相等 的 数字 可 以 组 成 若干 个 四 位 数 ( 人 允许 0 为 千 位 数字 ) ,用 
其 中 最 大 的 减 去 最 小 的 , 称 为 一 次 操作 . 对 所 得 差 的 4 个 数字 继续 施行 同样 的 操作 . 证 
明 经 过 有 限 多 次 操作 后 ,得 到 的 结果 为 6 174. 

解 ” 四 位 数 (包括 首位 为 0 的 ) 共 10' 个 ,个 数 有 限 , 因 而 枚 举 能 够 解决 问题 . 但 在 没 
有 计算 机 帮助 的 情况 下 ,逐一 列举 也 是 够 麻烦 的 . 我 们 可 以 稍 加 分 析 ,分 两 种 情况 来 讨论 . 

设 4 个 数字 为 a 宇 b 宇 c 宇 d. 

(i) 如果 5 = ,一 次 操作 后 ,出 现 的 4 个 数字 中 有 两 个 9, 男 两 个 数字 (10 十 d 一 a 
与 a 一 1 一 d) 的 和 为 9. 由 于 9 990->9 981->8 820->8 532->6 174( 箭 头 表 示 操 作 , 中间 
出 现 的 数 只 列 出 同样 数字 中 最 大 的 一 个 ),9 972->7 731 一 9 765 一 8 640 一 8 721 一 
7 443->9 963 一 6 642->7 641->6 174，9 954->5 553->9 981, 所 以 最 后 均 产 生 差 6 174. 

(ii) 如 果 二 c， 一 次 操作 后 ,出 现 的 4 个 数字 中 有 两 个 (10 十 d 一 “与 & 一 qd 的 和 
为 10, 男 两 个 (10 十 c 一 1 一 5 与 6 一 1 一 c) 的 和 为 8. 因此 ,应 从 (9, 1), (8, 2), (7, 3)， 
(6, 4)，(5, 5) 中 取 一 组 与 (8, 0), (7, 1), (6, 2), (5, 3)，(4, 4) 中 的 一 组 搭配 . 含 
数字 4, 4 或 5, 5 的 情况 已 在 (D) 中 讨论 过 ,只 剩 下 4X4=16 种 情况 .由 于 

9 810—>9 621->8 532—>6 174，9 711->8 532, 9 531->8 721, 8 622—>6 543->9 882， 
8730 一 8 532, 7 632 一 6 552, 7 533 一 6 174, 均 可 化 为 (D) 中 已 讨论 过 的 情况 ,所 以 这 时 
结论 也 成 立 . 

使 用 枚 举 法 ,应 注意 不 要 遗漏 某 种 情况 . 如 果 遗 漏 了 ,必须 补充 . 另 一 方面 ,应 尽量 
减少 重复 ,尽量 将 待 处 理 的 情况 化 为 已 处 理 的 情况 . 在 几 种 情况 基本 相同 时 ,可 采取 “不 
妨 设 ”“ 同 样 可 得 ”等 说 法 . 
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关于 自然 数 的 问题 ,如 果 能 定 出 一 个 上 界 , 即 与 问题 有 关 的 自然 数 均 不 超过 某 一 正 
数 M, 那 么 便 可 采取 枚 举 法 . 
已 同 是 否 有 自然 数 台 ,2 使 


57722 一 6mn 十 772 一 1976? (3) 
解 (3) 可 化 为 (5mO— 3n)’ 十 2672 一 9880， (4) 
从 而 n 过 oe 过 20， 


因此 , n € (1,2,…，19}. 由 于 9880 一 26n? = 二 2X (4X1235 一 13n) = (5m— 3n)’ 
是 平方 数 , 所 以 4X1235 一 13r 是 偶数 . 从 而 n= 二 2k, kE€E1{1,2,3,4,5,6,7,8,9)， 
并 睦 2 xX 4X (1 235— 13k’) (5) 
为 平方 数 . 所 以 1 235 一 13k&* 为 侦 数 ,k 为 奇数 , 即 k € (1, 3, 5, 7, 9). 


将 & 逐 一 代入 (5) 或 上 235 元 13A 中 ,所 得 结果 均 不 是 平方 数 ,因此 没有 自然 数 m， 


n 适合 (3). 
(3) 是 所 谓 “ 椭 圆 型 ”的 方程 . 估计 出 上 界 后 ,往往 结合 同 余 等 方法 讨论 ,请 参看 第 
14 讲 . 
给 定 一 个 整数 mm 二 1 后 ,两 名 选手 A, 刀 按 以 下 规则 轮流 取 整 数 m ，z ， 


在 已 知 nz 时 ,选手 A 可 以 取 任 一 整数 712k 十 1 ， 使 得 nk < 712k+1 < 妇 Nn; 
在 已 知 Tt2g+l 时 ,选手 B 可 以 取 任 一 整数 7122k+2 ， 使 得 i 是 一 个 质数 的 正 整数 宕 . 


若 A 取 到 ] 990 , 则 A 胜 ; 知 B 取 到 1, 则 B 胜 . 

对 怎样 的 初始 值 mw :(iDA 有 必 胜 的 策略 ? (ii)B 有 必 胜 的 策略 ? 〈iii) 双方 均 无 必 
胜 策略 ? 

解 ”no = 二 2 时 ,A 只 能 取 2, 3, 4, B 可 取 1,，B 胜 . 

no 二 3 时 ,A 只 能 取 3 至 9, 均 为 形 如 六 或 2p*(p 为 质数 ) 的 数 , 从 而 BB 可 取 1 或 
2,，B 胜 . 

7?0 一 4 时 ,A 只 能 取 4 至 16, 均 为 形 如 p'， 2p* 或 3p 的 数 , 从 而 B 可 取 1， 2 或 3， 
B 胜 . 

mo 一 5 时 ,A 只 能 取 5 至 25, 均 为 形 如 大 ,2 大, 3 或 4 的 数 , 吾 可 取 1，2，3， 
4,，B 胜 . 

若 45 委 zx 委 1990, 则 A 可 取 1990, A 胜 . 

车 21 达 mw 过 44, 则 A 可 取 420==2?X3x5X7,B 取 的 数 在 45 与 1990 之 间 , 由 
上 一 种 情况 ,A 胜 . 
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若 13 达 mw 牵 20, 则 A 取 ni = 2:X3x7 = 168,n, 在 21 与 1 990 之 间 ,A 胜 . 

车 11 过 mw 三 12, 则 A 取 nl =3X5X7==105,n, 在 15 与 1990 之 间 ,A 胜 . 

若 8 志 mw 世 10,A 取 nl = 二 2X3X5=60, 坟 w 在 12 与 1990 之 间 ,A 胜 . 

车 71 放 1990, 取 轴 = 27!X3? 满足 2'X3 < 有 2 XXX3 <nors 则 js 满足 
8 三 nz 二 no. 用 no 代替 no ,继续 采取 上 面 的 方法 ,经 过 有 限 多 步 后 得 到 8 过 ns 一 
1 990, 于 是 A 胜 . 

最 后 ,在 m= 二 6 或 7 时 ,A 取 n) = 30, 则 B 只 能 取 6(B 取 10 或 15, A 均 胜 ),A 再 
取 30, 这 样 A 立 于 不 败 之 地 . 

为 一 方面 ,在 小 于 等 于 49 的 数 中 ,A 只 有 取 30 与 42 才能 保证 ns; 三 6, 而 这 时 B 
总 可 以 取 ns = 6. 因此 ,B 可 立 于 不 败 之 地 . 

所 以 在 mw 三 6 或 7 时 ,两 人 均 无 必 胜 策略 . 

例 5 中 , 虽 有 无 穷 多 个 自然 数 需 要 讨论 ,但 mm 二 1 990 的 情况 均 可 化 为 no 去 1990 
的 情况 , 枚 举 仍 能 奏效 . 

维 诺 格拉 打 夫 (H. M. Brhorpamros，1891 一 1983) 证 明了 每 个 充分 大 的 奇数 可 表示 
成 三 个 奇 质数 的 和 ,基本 上 解决 了 哥 德 巴赫 (C. Goldbach，1690 一 1764) 提 出 的 问题 . 这 
里 的 充分 大 ,有 人 算出 是 大 于 ee “”(e 为 自然 对 数 的 底 2.718 28…) , 即 400 万 位 以 上 . 
要 逐一 检验 小 于 e ”的 奇数 都 是 三 个 奇 质数 的 和 ,目前 的 超 高 速 电子 计算 机 也 力 所 
未 还. 但 从 理论 上 说 , 维 诺 格拉 条 夫 已 完成 了 决定 性 的 一 步 ( 但 “每 一 个 大 于 4 的 偶数 都 
是 两 个 奇 质数 的 和 ”, 这 一 哥 德 巴赫 - 欧 拉 (L. Euler,，1707 一 1783) 猜 测 仍 未 得 到 解决 ). 

善于 区 分 情况 , 逐 段 解决 问题 ,是 枚 举 法 的 要 点 。 

| f(x) 定义 在 [0， 1] 上 5 非 负 : Fl 一 1， 并 且 对 于 任意 的 ZX1» X22» XI ty 所 

[0, 1], 均 有 f(zit+zrs) fr) + fx). (6) 
证 明 f(x) 过 2x. 这 一 不 等 式 能 否 改 为 f(x) 三 1. 9x? 

解 ” 由 (6) 式 及 f(x) 非 负 , 立 即 得 出 f(z 十 xz;) 宇 f(z), 即 f(z) 是 增 函 数 . 


当 方 <z 委 1 时 , f(z) < f(D 二 


在 (6) 中 令 wl 2 得 


f(z) <#f(27). (7) 
利用 (7), 当 子 二 x 过去 时 , 方 二 2x, 所 以 


六 过 广 /(2z) = 101) i 
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f(z) 委 本 (2z) 委 二 (4z) 和 …… 扫 记 /(2rz) 和 总 1(1) < 2zi 


因此 , 当 过 和 关 0 时 , 恒 有 
FT (8) 
而 当 上 一 0 时 ,在 (6) 中 令 zi = zz = 二 0, 即 得 
fr) = f(0) =0= 27z. (9) 
(8) 虽 是 严格 的 不 等 式 , 但 2 不 能 改 为 较 小 的 数 ( 例 如 1. 9). 事实 上 , 令 
i 
flz) -1 2 (10) 
0， 其他， 


则 对 任意 小 正 数 e, (2 一 e) (去 十 专 )= 1 一 十 e 之 1 二/( 去 十 专 ), 所 以 当 z 二 上 


Ln 时 ,f(zx) 过 (2 一 ee)z 不 能 成 立 . 


枚 举 法 可 以 是 递 进 的 , 即 在 每 一 种 情况 中 再 分 情况 , 逐 层 深入 . 
忆 将 圆 内 接 正 十 三 边 形 的 项 点 染 上 红 、 黄 、 蓝 三 种 颜色 中 的 任 一 种 ,证 明 必 有 
三 个 同色 的 项 点 组 成 等 腰 三 角形 . 

解 ”13 个 顶点 染 三 种 颜色 ,其 中 必 有 一 种 颜色 染 的 点 数 超 
过 4. 不妨 设 有 5 个 红色 的 点 . 这 5 个 点 中 ,相距 最 近 的 两 个 点 


之 间 的 弧 长 过 [富民 AA, = 2 AiA,. 


如 果 相 距 最 近 的 两 个 点 之 间 的 弧 长 为 2 AiAs ,那么 可 设 这 
5 个 点 中 有 Al 与 A;( 如 图 3-1). 

(i) 如 果 A; 或 Als 染 红 , 那 么 结论 显然 成 立 . 

(ii) 如 果 A;，Ai; 都 不 是 红 点 ,那么 在 A;，A;，As。，A，， 
Aw，An 这 6 个 点 中 有 3 个 红 点 . 

1” 如果 A 是 红 点 ,那么 A;，As， A。 中 至 多 1 个 红 点 (否则 将 有 相 邻 点 间 的 弧 长 
为 全 ) ,从 而 An 或 A 为 红 点 .于 是 八 AioAsAi 或 人 AnAsAs 是 所 求 的 等 腰 三 角形 . 

2” 如 果 Au 不 是 红 点 ,那么 A;) , A, ,Ai 一 定 是 红 点 ,它们 构成 所 求 的 等 腰 三 角形 . 

如 果 相 距 最 近 的 两 个 点 之 间 的 弧 长 为 A, ,那么 可 设 这 5 个 点 中 有 A, 与 As ,并 
假设 没有 红色 的 点 构成 等 腰 三 角形 . 这 时 A; ,Ai ，As 显然 都 不 是 红色 的 点 . 
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(1) 如 果 A 是 红 点 ,那么 A; ，A; ，A,，Ali 都 不 是 红 点 . 

1” 如果 A; 是 红 点 ,那么 由 于 人 A4ioA;A, ,人 AAA:A; 都 是 等 腰 三 角形 ,所 以 Au， 
Ai 都 不 是 红 点 .一共 只 有 4 个 红 点 ,矛盾 ! 

2 如 果 A; 不 是 红 点 ,那么 Ai, Ai 都 是 红 点 ,而 AAAioAiAi 是 等 腰 三 角形 ,矛盾 ! 

(ii) 如 果 Ais 是 红 点 ,情况 与 上 一 种 相同 . 

因此 设 A, ，Aiz 都 不 是 红 点 . 

(ii) 如 果 A: 是 红 点 ,那么 As ，Aio 都 不 是 红 点 .As，A4A7 ,Au 中 有 2 点 为 红 点 ,但 
人 A1AsAn， 作 A;AcA;， 作 A1iAunAs 都 是 等 腰 三 角形 ,因而 也 产生 了 矛盾. 

(iv) 如 果 Au 是 红 点 ,情况 与 (iii) 相 同 . 

因此 设 A;，All 都 不 是 红 点 ,这 时 A ，A; ，A。，Awo 中 有 3 个 红 点 ,不 妨 设 Ag ，A， 
为 红 点 ,由 于 人 AA:A4AsAuo,，AA;AiA, 都 是 等 腰 三 角形 ,因而 产生 了 矛盾. 

综 上 所 述 , 必 有 3 个 红色 点 构成 等 腰 三 角形 . 

在 情况 太 多 时 , 枚 举 法 容易 使 人 感到 厌烦 . 一 方面 , 解 题 者 应 当 有 足够 的 耐心 ,不 厌 
其 烦 . 另 一 方面 ,应 当 尽 量 使 解法 简练 ,省 去 一 些 不 必要 的 情况 与 叙述 . 在 例 7 的 后 半 部 
采用 反 证 法 也 正 是 为 了 说 得 方便 一 些 . 

当然 ,命题 者 也 应 少 出 过 于 繁琐 的 题目 . 我 们 看 到 近 几 年 确实 有 一 些 过 繁 的 试题 ， 
这 往往 反映 命题 者 并 未 将 问题 组 织 好 ,或 者 对 所 出 的 问题 缺乏 深刻 的 了 解 . 


习 题 3 


1. 在 六 条 棱 长 为 2, 3,，3, 4, 5, 5 的 所 有 四 面体 中 ,最 大 的 体积 是 多 少 ? 

2. TE [0,1], 证 明 xz, (1 一 zx)?, 1 一 zx: 一 (1 一 x)? 中 必 有 一 个 不 小 于 4/9. 

3. po，go 为 实数 ,不 全 为 0. 若 方 程 十 poXx 十 qo 二 0 有 实 根 pp 三 qi， 作 方程 x 十 pix 
十 qi 三 0. 如 此 继续 进行 . 证 明 经 过 有 限 多 步 后 得 到 一 个 没有 实 根 的 二 次 方程 . 

4. 如 果 一 个 质数 ,无 论 其 数字 怎样 排列 均 为 质数 ,就 称 为 绝对 质数 .证 明 绝 对 质数 至 多 
有 三 个 不 同 数字 (每 个 数字 可 以 重复 出 现 ). 

5. 设 1 二 di 二 ds 二 二 di 二 nn 为 n 的 全 部 因数 ,k 宇 4 并 且 di df 十 由 十 di 二 ny 求 n 

6. 2 000 枚 硬币 中 有 两 枚 假币 . 真 币 重 量 相同 ,一 枚 假币 比 真 币 重 , 另 一 枚 比 真 币 轻 . 能 
否 用 不 带 砖 码 的 天 平 称 四 次 确定 出 两 枚 假币 与 两 枚 真 币 哪 一 个 重 ? 

7. 求 出 所 有 满足 n= 二 di 十 d; 一 1 的 正 整 数 n, 其 中 1 二 dj 二 di 一 … 一 d= 二 n 是 n 的 
全 部 正 因 数 . 

8. 对 自然 数 n, 求 nn 的 数字 的 平方 和 nl, 再 求 n1 的 数字 的 平方 和 . 如 此 继续 下 去 . 证 明 
最 后 结果 为 1 或 4. 
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对 于 结论 为 否定 的 那些 命题 ,常用 反 证 法 证 明 , 所 谓 和 否定, 就 是 含有 "不 ”的 叙述 . 如 
“不 存在 ……- ” “不 是 …… ”“ 不 等 于 …… ”,“ 不 能 ……: ”等 ， 

有 些 表面 上 为 肯定 的 叙述 ,实质 上 是 否定 的 . 如 “ 既 约 ” 即 “ 不 能 分 解 ”“ 无 理 数 ” 即 
“无 限 不 循环 小 数 ”,“ 超 越 数 ” 即 “ 非 (不 是 ) 代 数 数 ”,“ 互 质 ” 即 “没有 大 于 1 的 公 因 数 ”， 
等 等 . 

关于 个 数 的 命题 (如 至 多 或 至 少 、 有 限 或 无 穷 .唯一 ) ,也 是 反 证 法 可 以 用 武 的 地 方 . 

有 些 问题 ,从 正面 证 相当 困难 ,采用 反 证 法 却 易于 奏效 . 原因 很 简单 ,要 证 命题 “者 
A 则 B”, 已 知 条 件 只 有 A; 采 用 反 证 法 时 ,增添 了 一 个 条 件 B( 非 B) ,事情 当然 好 办 一 
些 , 从 理论 上 说 ,B( 更 确切 地 说 是 A 门 B) 是 假 的 ,由 它 出 发 可 以 导出 任何 结论 . 特别 地 ， 
可 以 导出 B. 通常 的 做 法 是 导出 一 个 荒 雇 的 结果 ,产生 矛盾 (从 而 也 一 定 是 错 的 ). 所 
以 , 反 证 法 也 称 为 归 诬 法 . 

本 讲 的 第 一 道 例 题 是 数学 界 名 宿 汀 汲 湘 先 生 编 的 . 

?了 是 呈 今 有 男女 各 2n 人 , 围 成 内 外 两 图 跳 交谊 舞 . 每 圈 各 2n 人 ,有 男 有 女 , 外 图 
的 人 面向 内 ,内 圈 的 人 面向 外 . 跳舞 规则 如 下 :每 当 音 乐 一 起 ,如 面对面 者 为 一 男 一 女 ， 
则 男 的 邀请 女 的 跳舞 ;如 果 均 为 男 的 或 均 为 女 的 , 则 鼓掌 助兴 . 曲 终 时 ,外 圈 的 人 均 向 前 
走 一 步 , 如 此 继续 下 去 ,直至 外 圈 的 人 移动 一 周 . 

证 明 : 在 整个 跳舞 过 程 中 至 少 有 一 次 跳舞 的 人 不 少 于 nn 对. 

解 ” 将 男性 记 为 十 1, 女性 记 为 一 1, 外 圈 的 2n 个 数 a1，az，…， az, 与 内 圈 的 27 
个 数 bi ， bs, *， bo, 中 有 2n 个 十 ] ，277 小 一 二 因此 外 圈 与 内 的 和 ai ast a 
十 机 十 Bb 十 … 十 bo 一 0, 从 而 


(ai 十 a， 十 … 十 cr)(CBi 十 2 十 … 十 bo,) 
一 一 (站 十 如 十 … 十 bo 六 委 0. (1) 


男 一 方面 ， 当 Ul 与 b; 面对面 时 ， aibi, azbin, ***，, Q2nb i 中 的 负数 表示 这 时 跳舞 的 
人 数 . 如 果 在 整个 跳舞 过 程 中 ,每 次 跳舞 的 人 均 少 于 n 对 ,那么 


aib; 十 azpiH 十 … 十 azp;-i 二 0 (1 一 一 1 po ee 2n)， (ay 
2n 
从 而 总 和 > abi azbin + "aanbi1) 
1 一 ] 
一 (ai 十 as 十 … 十 az)(Ca 十 2 十 … 十 po) 二 0. (3) 


(3) 与 (1) 了 矛盾, 这 表明 至 少 有 一 次 跳舞 的 人 不 少 于 n 对 . 
区 将 m Xn 的 矩形 表 中 每 个 小 方 格 涂 上 黑色 或 白色 ,两 种 颜色 的 方 格 个 数 相 
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等 . 问 能 和 否 使 表 中 每 一 行 .每 一 列 中 都 有 一 种 颜色 的 方 格 超过 3/4? 

解 不 可 能 . 设 每 行 . 每 列 中 都 有 一 种 颜色 的 方 格 超过 3/4, 其 中 前 p 行 白色 占 优 
势 ,后 g 行 黑色 占 优势 ;前 7 列 白 色 占 优势 ,后 s 列 黑 色 占 优势 . p 十 g = 二 mm, 7 十 s 二 n( 如 
图 4-1). 


考虑 p Xs 及 g Xr 的 矩形 中 的 ps 十 gr 个 方 格 ,其 中 的 白 格 可 看 成 * 列 或 g 行 中 的 
“少数 派 ”, 而 黑 格 可 看 成 p 行 或 r 列 中 的 “少数 派 ”. 由 于 在 每 行 .每 列 中 “少数 派 ” 少 于 


n/4 或 m/4 个 ,所 以 前 一 个 矩形 中 的 白 格 与 后 一 个 矩形 中 的 黑 格 的 个 数 之 和 一 。 
同样 ,前 一 个 矩形 中 的 黑 格 与 后 一 个 中 白 格 的 个 数 之 和 一 4 (p+g) 一 
本 所 以 这 两 个 矩形 中 的 方 格 数 ps 十 qr 让 一 二 即 少 于 方 格 总 数 的 一 半 . 
因此 ps+qr<=pri+g, 

《大 一 国人 一 人 二 0 


从 而 p 过 gq,r 达 :或 < ps 过 xr. 不 妨 设 为 前 者 ,这 时 之 字 , rr 之 


白色 方 格 总 数 二 pr 十 aX 闻 十 sX 字 i 


于 


要 和 
与 两 种 颜色 的 方 格 个 数 相等 矛盾 . 
注 每 行 , 每 列 中 都 有 一 种 颜色 的 方 格 恰好 占 3/4 是 可 能 的 (这 时 m,n 当然 都 被 
4 整除 ), 图 4-2 (其 中 p= 二 g 二 滁 , "二 :二 刀 ) 即 满足 要 求 . 


司 ” 设 S 是 关于 加 法 及 乘法 封闭 的 有 理 数 集合 ( 即 aeE S, bE€ S 时 , a 十 b € 
S, ab € S), 并 且 对 每 个 有 理 数 ~， re SE Ss r 二 0 这 三 种 情况 恰 有 一 种 成 立 ， 
试 确定 S. 

解 ”如果 一 1€ S ,那么 (一 D)。( 一 1) = 1€ S. 这 与 一 1 € S, 1 € S 恰 有 一 个 
成 立 矛 盾 ,所 以 一 1 人 S,1€S. 
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自 1 开始 ,每 次 加 上 1, 所 得 的 数 均 在 S 中 ,所 以 一 切 正 整 数 属于 5 
如 果 负 有 理 数 一 七 € S, 这 里 p, 4 为 正 整数 ,那么 (一 也 )"4 一 PE S, 这 与 


E S 了 矛盾 ,所 以 ee 和 S, 从 而 也 E S. 即 一 切 正 有 理 数 属于 S, 负 有 理 数 不 属于 S. 


最 后 ,如 果 0 E S, 则 与 0€ S, 一 0E S, 0 = 二 0 恰 有 一 个 成 立 巴 盾 . 所 以 0 SS. 

综 上 所 述 ,S 是 一 切 正 有 理 数 的 集合 . 

采用 反 证 法 时 ,假设 结论 B 不 成 立 , 即 B 成 立 . 如 果 B 的 陈述 比较 复杂 ,需要 注意 
B 的 陈述 , 切 勿 弄 错 . 这 里 的 要 点 是 将 B 中 的 全 称 ( 任 何 \ 任 意 、 所 有 、 全 、 都 ) 改 为 特 称 
(一 个 一 对 、……), 特 称 改 为 全 称 , 肯 定 改 为 否定 ,否定 改 为 肯定 . 在 高 等 数学 中 这 类 例 
子 甚 多 . 
上 加 到 函数 f(x) 在 [0,1] 上 有 意义 , 且 


f(0) = f(1). (4) 
如 果 对 于 任意 一 对 不 同 的 zi ,x2 EL0, 1], 都 有 
| 一 FE (5) 


那么 对 于 任意 一 对 不 同 的 viv ny Ee [0， 1j， 


| f(x1) — f(x2) [< 去 (6) 
解 采用 反 证 法 时 ,应 设 有 一 对 不 同 的 Xi， Xs EL[L0, 1j, 使 


| Dr Pd | 关 去 . (7) 


不 妨 设 z 二 x;， 由 已 知 条 件 得 
| FCra) — fr (=| F627 — /00) 0 f01) | 
<| flrzs)—f01) 1 十 | Fo) — fz) | 
< 一 | 六 一 1 | 十 | 0 一 五 |= 王 1 一 到 十 2 
二 1 一 | f(z)— f(x) |， 


即 | fCz2) — fx1) | 二 序 . 


这 与 (7) 式 矛盾 ,因此 原 命 题 成 立 . 

反 证 法 是 一 种 重要 方法 ,但 并 非 每 一 道 题 都 必须 用 反 证 法 ,“ 从 反面 考虑 问题 ” 滥 
用 反 证 法 ,是 应 当 反 对 的 ,因为 它 不 利于 提高 推理 能 力 . 有些 学 生 在 解 题 中 ,多 次 应 用 反 
证 法 ,其 实 整理 一 下 ,可 以 “ 负 负 得 正 ”, 取 消 几 次 反 证 法 或 根本 不 用 反 证 法 . 如 果 不 用 反 
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证 法 就 能 解决 问题 ,应 提倡 直接 从 正面 人 手 . 仔细 研究 上 面 的 例 4, 其 实 就 不 必用 反 证 
法 ,开头 所 作 的 假设 以 及 最 后 一 段 均 可 删 去 . 我 们 故意 抄 在 这 里 ,目的 是 作为 “反面 材 
料 ” 批 判 ， 

当然， 反 证 法 的 假设 如 果 能 提供 较 多 的 信息 ,便于 利用 ,就 应 该 用 反 证 法 . 

i 由 五 条 线段 的 长 度 分 别 为 ai， az, asy ay aiy a 声 @as 声 a@; 声 a 声 as, 其 中 
任何 三 条 都 可 以 组 成 三 角形 . 证 明 这 样 组 成 的 三 角形 中 必 有 锐角 三 角形 . 

解 画 w 丽 reareE 1 2 区 组 成 的 三 4 三 角形 中 必 有 锐角 三 角形 ,但 正面 攻 
击 这 个 猜测 却 比 较 困 难 , 因 为 条 件 (信息 ) 不 够 多 . 

采用 反 证 法 . 设 任意 三 条 线段 组 成 钝 角 或 直角 三 角形 , 则 由 余弦 定理 可 得 


a 宇 a7 a 本 之 大 十 二 ,本 区 秦 十 还 ， (8) 
三 式 相 加 得 ai 之 242 十 i 十 a3 尖 (ai 十 az)2， 
从 而 Qs5 之 Ci 十 Za 


这 与 Ul» C2, U5 可 以 组 成 三 角形 矛盾 ， 

加 加 ”平面 上 给 定 n(n 之 3) 个 点 .已 知 过 其 中 任意 两 点 的 直线 都 经 过 (这 些 点 中 
的 ) 另 一 个 点 . 证 明 这 个 点 在 同一 条 直线 上 . 

解 ” 如 果 这 个 点 不 在 同一 条 直线 上 ,那么 过 其 中 任意 A 
两 点 的 直线 外 , 均 有 已 知 点 ,它们 到 这 条 直线 的 距离 为 正 NS 

如 图 4-3, 设 在 这 种 距离 中 以 A 点 到 直线 1 的 距离 为 A 
最 小 ,这 里 A 是 已 知 点 ,! 上 有 三 个 已 知 点 B,C, D, h>0. 

不 妨 设 DD 在 B,C 之 间 ,D 到 AB，AC 的 距离 分 别 为 
hi， hs, 由 的 最 小 性 ,得 hl，AB 十 h,，AC 宇 h(AB 十 AC) 
>>h， BC. 但 这 个 不 等 式 的 两 端 均 表示 和 ABC 的 面积 , 蔬 盾 . 

从 这 两 个 例子 可 以 看 出 反 证 法 的 假设 提供 了 很 多 条 件 ( 如 (8)) ,借助 这 些 条 件 可 以 
推出 不 少 结果 ,但 所 有 结果 都 是 “镜花水月 ”, 最 终 全 要 丢弃 . 正 像 欧 拉 所 说 , 反 证 法 不 仅 
是 “ 丢 卒 保 车 ”, 而 且 还 “丢掉 整整 一 盘 棋 ”. 在 这 方面 ,最 典型 的 例子 是 Szemerédi 在 
1975 年 采用 反 证 法 解决 了 厄 迪 斯 (P. Erd6s，1913 一 1996) 猜 测 : 如 果 自 然 数 集 N 的 一 
个 子 集中 不 含 1( 给 定 自然 数 ) 项 的 等 差 数列 ,那么 这 个 子 集 的 密 率 为 零 . 他 利用 相反 的 
假设 ,建造 了 庞大 的 “空中 楼 阅 ”, 直 至 导出 矛盾 . 

如 果 走 了 很 远 ,依然 导 不 出 矛盾 ,那么 也 有 可 能 原来 的 命题 未 必 正 确 . 最 有 意义 的 
例子 是 平行 公设 , 非 欧 几何 的 创始 人 最 初 都 企图 用 反 证 法 来 证 明 平 行 公设 ,但 始终 不 能 
获得 预期 的 矛盾 . 原来 ,可 以 有 几 种 不 同 的 平行 公设 ,而 在 证 明 中 获得 的 结果 都 是 非 欧 
几何 的 定理 . 20 世纪 关于 连续 统 假设 的 讨论 ,情况 与 之 类 似 

在 正面 处 理 ,情况 较 多 、 较 复杂 时 ,用 反 证 法 可 以 * 直 的 黄龙 ,尽快 解决 问题 
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【可 设 凸 五 边 形 ABCDE 的 各 边 相等 ,并 且 人 A 宇 人 B 宇 人 C 宇 人 D 二 人 E. 
证 明 这 个 五 边 形 是 正 五 边 形 . 


解 ” 需 要 证 明 ZA= ZE= ZC= ZZD= LE (9) 
正面 处 理 这 一 串 等 式 不 太 容 易 . 采用 反 证 法 ,假设 
A, (10) 
在 图 4-4 中 , 八 ABE 与 AEAD 均 为 等 腰 三 角形 ,并 且 爵 
AB =AE 一 ED, 所 以 由 (10) 得 
BE > AD. CH ' WB B 
再 由 人 ABD 与 人 EBD 及 (11) 得 
LBDE > LABD. (12) E A 
而 由 CB 二 CD 得 国 
ZODB = 0BR (13) 


(12), (13) 相 加 得 CDE 二 CBA ,与 已 知人 人 B 宇 人 DD 矛盾 ,因此 ,(10) 不 成 立 . 从 而 
了 A = 人 E, (9) 式 随 之 成 立 . 

在 证 明 有 一 个 “个 别 ”满足 某 种 要 求 时 , 常 利用 反 证 法 ,通过 “整体 "来 处 理 . 

六 在 AABC 的 三 边 上 各 任 取 一 点 ,如 图 4-5. 证 明 :; 八 AEF, 八 BDF, 人 CDE 
中 至 少 有 一 个 的 面积 不 大 于 八 ABC 面积 的 1/4. 

解 “不妨 设 人 ABC 的 面积 为 1. 又 设 


AF =4s AB, BD AoEBC， 
CE = vy CA, 0 三 A, Jp， yy 三 1. 


如 果 八 AEF,， 八 BDF， 八 CDE 的 面积 均 大 于 1/4, 那 么 


TS Ep 7 psi 
u(1—X) > 1/4， (15) 
六 之 174. (16) 

将 以 上 三 式 相 乘 得 
AI— Dp — vv) > (1/4). (17) 


另 一 方面 ,不 难 证 得 4(1 一 A) 过 1/4, py(1 一 pj) 过 1/4, v(1 一 v) 碾 1/4, 所 以 
A —A pm v1 ov < (1/4). (18) 
(18) 与 (17) 了 矛盾, 从 而 (14)，(15)，(16) 中 至 少 有 一 个 不 成 立 , 即 人 AAEF， 和 人 BFDD， 
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和 ACDE 中 至 少 有 一 个 的 面积 不 大 于 AABC 面积 的 1/4. 

这 种 通过 整体 来 处 理 个 别 的 方法 ,前 面 已 经 用 过 . 如 例 1, 在 那里 我 们 求 出 各 个 个 
别 的 和 ,而 例 8 则 是 求 出 各 个 个 别 的 积 ( 例 8 也 可 以 不 用 反 证 法 . 即 由 (18) 导 出 4(1 一 y) 
1/4, py(1 4) 守 1/4,v(1 一 py) 之 1/4 中 至 少 有 一 个 成 立 . 但 事先 不 易 预见 到 这 一 点 ， 
所 以 大 多 数 人 还 是 用 反 证 法 . 例 1 也 是 如 此 ). 

“和 设 a,d 均 为 自然 数 ,证 明和 


1 1 
J oD 
不 是 整数 . 
解 ” 首 先 假定 (a, d) = 1. 分 几 种 情况 来 讨论 . 
(5 4 为 奇数 ; 考虑 a ad, 3d si, di (20) 
中 各 数 的 质 因数 分 解 式 里 2 的 最 高 次 寡 , 设 为 2( 由 于 aa 十 dt 至 少 有 一 个 为 偶数 ,所 
以 & 二 0), 并 且 a 十 id 二 bX2,5b 为 奇数 ,0 之 i 过 nn. (21) 
如 果 (20) 中 只 有 这 一 项 是 2 的 倍数 ,那么 令 
M = [a, ds a a 二 ndj (22) 


( 即 M 为 a, a 十 d,…, a 十 nd 的 最 小 公 倍数 ), 则 有 AXS= 整数 十 方 , 因而 S 不 是 


整数 . 
现在 证 明 (20) 中 确实 只 有 一 项 是 2 的 倍数 . 不 然 的 话 , 假 设 又 有 
2 十 jd 二 ccX2*, Cc 为 奇数 ,i 二 j 才 nn, (23) 
与 (21) 相 减 得 0 一 D& = (c 一 b) X24. 于 是 j 一 i 被 2 整除 , j 宇 i 十 24. 
由 于 6 十 d 为 偶数 , a 十 (i 十 2*)d = (a 二 id) 十 2。d = (6 二 ++d) .2 (ce.。 2:) 
被 2 整除 ,与 2 为 (20) 中 各 数 的 质 因数 分 解 式 里 的 最 高 次 寡 矛 盾 . 
(1D) d 一 2. 这 时 a 为 奇数 ,(20) 中 的 所 有 数 都 是 奇数 . 


1 十 ] 
在 a 二 7 时， S= 方 十 = 十 … 十 < 一 1， 所 以 S 不 是 整数 . 


设 a 三 n, 考虑 (20) 中 各 数 的 质 因数 分 解 式 里 3 的 最 高 次 宕 3 ;和 情况 (Gi) 相同 ,只 
要 证 明 (20) 中 只 有 一 项 是 3* 的 倍数 . 假设 (20) 中 有 


a+2i=bX3,a+t+2(i+3) = (b+2) XxX3,2+b, (24) 

那么 由 于 5, 5 十 2, 5 十 4 中 必 有 一 个 被 3 整除 ,所 以 
(十 4) X33 >a+2n. (25) 
同 理 (b—2)X3oa. (26) 
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由 于 ea 去 由 (25), (26) 导 出 3(6 一 2) X3: 过 34 志 a 十 2n 过 4 十 4)X3. 从 而 565 一 
5, 即 5 == 1 或 3. 但 这 时 (24) 中 有 一 个 数 被 3*' 整除 ,矛盾 ! 
(iii) 4d 三 4 设 质数 p| MOM 见 (22)), 则 p+ d( 否 则 p| (a, d)). 设 户 在 (20) 中 
各 数 的 质 因数 分 解 式 里 的 最 高 次 寡 为 p* ,与 前 面相 同 , 当 (20) 中 仅 有 一 个 数 被 六 整除 
Es 假定 pr 至 少 整除 (20) 中 两 个 数 a 十 id 与 a 十 jd(0 达 i 二 7 三 9), 那 么 
pr | (j 一 访 d. 由 于 p+ dd, 所 以 六 | G 一 六 .更 有 大 | f(n), 这 里 f(n) 是 1, 2,*…,n 
的 政和 关 我 们 有 (参见 习题 9 第 11 题 ) 


Ga) 一 人。 (27) 
由 于 (20) 中 每 两 个 被 办 整除 的 数 , 项 数 之 差 j 一 i 必须 被 p* 整除 ,所 以 (20) 中 至 
多 有 |[ 共 |+1 个 数 被 # 整除 (它们 的 项 数 为 i i 十 刀 ，i 十 2p，…). 同 理 ,20) 中 被 ， 


声 ，…,，p 整 除 的 数 分 别 小 于 等 于 [ 瑟 |+1, | 蕊 | 寺 1, | 5 二 1 
这 样 ,p 在 Ta 十 这) 中 的 次 数 生 [到 | 上 [入 二 … 十 [ 贰 | 同样 的 推理 可 导出 


中 轧 的 次 数 为 | 如 | 二 院 上 ~ JI a [2] nl 
f(n). 结合 (27) 得 


ITea) < Ita) < 。4". (28) 


由 于 4 三 4, (28) 的 左边 I[ oa) 二 nl1。d" >> nl!。4", 矛盾 ! 


因此 S 不 是 整数 . 
最 后 ,在 (a, d) 宇 1 时 , 令 a = 二 a 。(a, 4d)， d= 二 d，…(a, d), 则 (a’, d')= 二 1. 根 


据 上 面 所 证 , (a，, 4d) “S= 沁 十 了 7 寺 也 十 -十 不 是 整数 ,所 以 S 也 不 是 整数 . 


习 题 4 
1， 如 果 整 系数 二 次 方程 ar’ 十 br 十 c= 二 0 有 有 理 根 ,那么 a, 5b，c 中 至 少 有 一 个 是 偶数 ， 


和 ] » 
Pons 9 二 一- 一- 9 9 LE 9 上 月 
2. 正 数 1，uUz，U3，… 满 足 二 1, wu et an 2,3 ), 证 明 存 在 


正 整 数 ,使 WU 十 zt 十 … 十 zw 过 1 991. 
3. 证 明 在 两 个 连续 平方 数 之 间 不 存在 四 个 自然 数 a 一 5 一 c 一 dd 满 足 ad 王女 


“ry 


第 4 讲 反 证 。 法 


. 设 实数 数列 {6b,)} 有 界 , 且 满足 < 瑟 启 1 (n 三 42, 5 ). 


证 明 久 过 0 (n= 1; 2，…). 

' 设 和 一 (1，2，3，…，2001}. 求 最 小 的 正 整数 mn, 适合 要 求 :对 太 的 任何 一 个 总 元 子 
集 W, 都 存在 u,v E W(lwu 和 vw 允许 相同 ) ,使 得 十 v 是 2 的 方 因 . 

. 整 系数 多 项 式 P(x) 在 某 些 整数 处 取 值 1， 2，3. 证 明 P(x) 至 多 在 一 个 整数 处 的 值 
等 于 水 

. 平面 上 四 个 点 之 间 的 最 小 距离 为 1, 最 大 距离 小 于 V3. 证 明 这 四 点 组 成 西 四 边 形 . 

. 与 是 一 些 实数 组 成 的 集合 ,对 于 乘法 封闭 ( 即 对 于 任意 aE S, bE S, 积 ab € S).T， 
M 都 是 S 的 子 集 , 并 且 TU M= S, TN M = 二 BG. 如 果 丰 中 任意 三 个 元 素 ( 可 以 相 
同 ) 的 积 在 了 中 ,M 中 任意 三 个 元 素 的 积 在 1M 中 ,证明 TT 与 M 中 至 少 有 一 个 对 于 
: 及 为 实数 集 , 是 否 存在 函数 太 :R->R, 同 时 满足 下 列 条 件 ， 

(i) 有 一 正 数 M, 使 得 对 所 有 一 M 去 FCz) 去 Mi 

(ii) f(1) = 1; 


(ii) 著 z 关 0, 则 f(z 十 十 )= fz) 十 > 
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直观 的 图 形 有 助 于 我 们 思考 .有 一 些 问 题 , 在 作出 适当 的 图 形 之 后 , 繁 化 为 简 , 难 化 
为 易 . 请 看 下 面 的 例子 . 
统统 儿 ”证 明 : cot 10° — 4cos 10° = V3. (1) 
解 ” 作 直角 三 角形 ABC, 其 中 ABC = 30 ,AC = 1. 
延长 直角 边 CB 到 D, 使 人 ADC = 10", 这 时 , DAB = -eh 


/ABC— /ADC = 30°— 10° = 20°, DC = cot10 ，AB = D B C 
2，BC = v3. 图 5-1 
又 在 AABD 中 ,由 正弦 定理 , DB = AB xX un 站 — Wd Mol 


因此 cot 10" 一 4cos 10" = DC 一 DB = BC = 3. 
a,， b, cy d 都 是 正 数 , 试 证 明 存 在 一 个 三 角形 , 它 的 边 长 分 别 为 
Ve,Va+e+di +2d,Va + 二 +d +24， (2) 


并 且 计 算 这 个 三 角形 的 面积 . 
解 ” 如 图 5-2, 和 矩形 ABCD 的 边 长 为 a 十 b,c 十 d. 在 AB 


D 人 
上 取 点 E, 使 AE 二 6b. 在 AD 上 取 点 ,使 AF == c. 易 知 | 一 一 


EF = VTe, EC = VarTttetd, FC = “ 


Vd 十 (a 十 6)* ， 从 而 A 人 ERFC 就 是 以 (2) 为 边 长 的 三 角形 , 它 
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的 面积 为 Wm 


方 氏 一 六 ea(c 十 吕 ) 一 方 da 十 蝇 (a +& +bd). 


注 〈i) 如 果 用 (2) 中 最 大 数 小 于 其 他 两 数 的 和 来 证 明 三 角形 的 存在 ,比较 麻烦 . 
而 用 海伦 (Heron) 公 式 求 面积 就 更 驴 烦 了 . 
(ii) 我 们 顺便 证 明了 不 等 式 V 十 十 Va 十 (c 十 d)? 二 V 必 十 (ae 十 0 


这 是 习题 5. 3 的 特殊 情况 . 
人 100 个 正 数 al 宇 os 宇 … 之 aio 满足 


A i i 


Ql 十 az 十 … 十 aio 一 300 (3) 
及 ai 十 a3 十 壬 玖 于 十 aion > 10 000. (4) 
求证 al 十 az 十 aa 之 100. (5) 
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解 ”这 是 苏联 的 一 道 竞赛 题 ,原来 的 证 明 很 复杂 ,借助 图 形 的 优雅 解法 是 张 景 中 先 
生 首 先 给 出 的 . 

将 a? 看 做 边 长 为 a; 的 正方 形 的 面积 
(1 过 1 过 100). 由 于 (3), 这 些 正 方形 可 以 
一 个 接 一 个 地 排 起 来 ,总 长 为 300, 它 们 全 
在 一 个 长 为 300、 宽 为 100 的 矩形 中 (如 图 
5-3), 这 个 矩形 可 以 分 为 三 个 边 长 为 100 
的 正方 形 . 如 果 ai 十 十 as 过 100, 第 一 个 0 
边 长 为 100 的 正方 形 中 含有 三 个 带 形 , 互 不 重合, 宽 分 别 为 al ，az ，cs3. 

由 于 a; 递减 ,第 二 个 边 长 为 100 的 正方 形 中 所 含 小 正方 形 ( 包 括 不 完整 的 如 图 5-3 
中 阴影 部 分 ) 的 边 长 w 均 小 于 等 于 a;, 这 些小 正方 形 ( 包 括 不 完整 的 ) 可 以 移 至 上 述 
宽 为 a 的 带 形 中 . 同样 ,第 三 个 边 长 为 100 的 正方 形 中 所 含 小 正方 形 可 以 移 至 上 述 
宽 为 as 的 带 形 中 . 这 就 表明 面积 之 和 af 十 避 十 … 十 a?w 一 100:, 与 (4) 矛 盾 , 所 以 (5) 

EE 设 正 整数 a, 5 互 质 ,证 明 : 


Fe er (6) 


这 里 Lx jj 表示 z 的 整数 部 分 . 
解 ”考虑 矩形 OABC 及 人 OAB 内 整 点 个 数 ,这 里 O 为 原点 ,A 为 点 (5, 0),B 在 直 


线 y= Te 上 (如 图 5-4). 


由 于 对 称 性 ,人 OAB 与 人 OBC 内 部 的 整 点 数 一 样 多 . 
由 于 a,5 互 质 , 线 段 OB 内 部 没有 整 点 . 
矩形 OABC 内 部 的 整 点 共 (a 一 1)(5 一 1) 个 ,所 以 


人 OAB 内 部 的 整 点 共 名 一 上 中 一 个. 0 CO 均 
图 5-4 


另 一 方面 ,每 条 直线 zx 一 JI<j 过 6 一 1) 上 有 [各 ] 个 


整 点 在 AOAB 内 部 ,所 以 (6) 式 左边 也 是 AOAB 内 部 的 整 点 个 数 . 从 而 (6) 式 成 立 . 
”对 于 正 整 数 n, 用 d(n) 表 示 7 的 正 约 数 的 个 数 . 例如 6 有 4 个 正 约 数 1，2， 
3，6, 所 以 d4(6) 一 4. 设 a, 5 为 正 整 数 . 证明: 


ED 四 一 上 (7) 
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解 有 人 知道 &Cz) 的 计算 公式 ,但 用 此 公式 去 证 明 (7) , 却 是 事倍功半 ,相当 环 手 . 
不 如 不 用 公式 ,直接 给 出 ab 的 d(a) 十 d(b) 一 1 个 不 同 的 正 约 数 ， 


a 的 ( 正 ) 约 数 CR) (8) 
都 是 ab 的 约 数 ,其 中 al = 1, a, 一 a. 
b 的 ( 正 ) 约 数 bi <b ER 7 (9) 


也 都 是 ab 的 约 数 ,其 中 6b = 1, b= 上 4. 
(8), (9) 中 可 能 有 相同 的 . 但 


ab; ~ abs 一 … 一 CD， (10) 


也 是 ab 的 约 数 ,而 且 其 中 的 每 一 个 都 大 于 ap = a, 因此 (8) 与 (10) 合 在 一 起 就 给 出 了 
ab 的 :十 t 一 1 个 不 同 的 正 约 数 . 

以 上 两 题 是 数论 中 的 问题 . 

组 合 数学 中 也 有 许多 需要 构造 的 问题 . 

9 能 否 在 无 穷 大 的 方 格 纸 的 每 个 方 格 中 放 “ 十 ”或 “一 ”, 使 每 一 行 、 每 一 列 及 
每 条 对 角 线 (与 水 平方 向 夹 角 为 45 或 135 ) 上 ,每 三 个 连续 的 方 格 中 符号 不 全 相同 ? 

解 能. 放 法 如 下 图 : 


… 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 … 
和 
… 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 … 
一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 ，… 
… 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 … 


5-5 


其 中 每 列 十 ,一 交错 ,每 行 是 两 个 十 后 面 两 个 一 ,两 个 一 后 面 两 个 十 . 

如 果 一 条 对 角 线 上 出 现 两 个 十 十 ,那么 上 (下 ) 一 个 十 号 的 下 (上 ) 移 两 格 仍 为 十 号 ， 
由 它 再 向 左 或 右 移 两 格 均 为 一 号 ,所 以 不 会 出 现 三 个 连续 的 十 号 . 同样 也 不 会 出 现 三 个 
连续 的 一 号 . 

答案 是 肯定 时 ,通常 采用 构造 法 或 某 种 存在 性 的 证 明 ( 如 抽 懂 原理 ), 答案 是 否定 
时 ,通常 采用 反 证 法 . 

7 将 质量 分 别 为 1 2 3 + ,81 的 81 个 夸 码 分 为 三 组 ,要 求 每 组 27 1 
硅 码 ,并 且 各 组 的 总 质量 相等 . 

解 ”首先 将 81 个 夸 码 分 为 9 组 ,每 组 9 个 : 


M, 一 {(97 十 1)2， (9n 十 2):， ec (97 十 9)2》， 1 一 0， ea 8. 
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再 将 每 个 M, 的 9 个 数 分 为 三 组 : 

(9n 二 8)?, (9n 十 1)*,，(9n 十 6)’; 

(nt 3 (gm+ 5 (9nT 7) 

(Qn C9 (Qn 

一 行 一 组 ,和 分 别 为 

NN 十 上 十 人 十 8 = 二 NN, 十 a， 
Ni 二 3 十 57 = N,+b; 
NN, 十 人 十 十 2 = 二 N, 十 cc， 


其 中 a, b, c 与 7 无 关 . 
最 后 ,将 这 27 个 小 组 中 每 9 组 并 为 一 组 : 


Ni ius N; 十 a， Na 十 a， N, 十 0， Ns bs Ns 二 bb， Ny; 十 Cc， Ng 十 cc， Ns 十 c; 
Ni 十 和 2 十 2， Na 十 2， 人 二 Cy Ni 十 c， Ne 十 c， N’ 0 Ns 十 a， No Se 
Ni 十 c， N; 十 c， Ja 十 c， N, 十 云 ， 和 N; 十 wy Ns 十 a， N’ 十 b， Ns 二 上， No 十 妈 . 


每 一 行为 一 组 ,显然 各 组 的 总 质量 均 为 Ni 十 Ns 十 … 十 Ns 十 3(a 十 6 十 c), 并且 每 组 有 
27 个 夺 码 . 

结论 当然 可 以 推广 到 将 质量 为 过， 2 ,，…，(mnm’;)? 的 mn 个 夸 码 分 为 姑 组 的 类 
似 问题 . 

在 这 类 分 组 问题 中 ,“ 先 分 后 合 ” 是 一 种 有 用 的 方法 . 

上 面 的 9 个 硅 码 的 分 组 实际 上 是 一 个 三 阶 幻 方 (如 图 5-6). 下 面 的 
几 个 例子 是 幻 方 的 构造 法 . 

条 8 设 n 为 大 于 1 的 奇数 ， 试 将 1， 2 soy 填 人 n Xn 的 正方 
形 中 ,使 每 一 行 , 每 一 列 及 从 左上 至 右 下 、 右 上 至 左下 的 两 条 对 角 线 的 n 图 5-6 
个 数 的 和 均 相 等 . 

解 图 5-6 实际 上 已 经 说 明了 构造 奇 阶 幻 方 的 方法 :将 1 写 在 第 一 行 中 间 . 在 1 的 
右上 方 写 2, 这 里 设想 正方 形 上 边 与 下 边 粘 在 一 起 ,左边 与 右边 也 粘 在 一 起 ,形成 一 个 
环形 ,所 以 2 落 在 右 下 方 的 方 格 里 . 如 此 继续 写 下 去 , 写 完 连续 30 39 48 110 19'28 
2 个 数 后 ,第 ?十 1 个 数 写 在 第 ”个 数 的 下 面 , 然 后 继续 写 . 依 此 38 47 7 9 18 27 29 
类 推 , 直 至 写 完 . 图 5-7 是 n = 7 的 情形 . 用 这 种 方法 写 1991 阶 46 6 8 17 26 35 37 
幻 方 也 只 需要 几 分 钟 . 35...16 25. 24 36 45 

为 了 证 明 图 5-7 满足 要 求 ,首先 注意 每 连续 的 n 个 数 kn 十 13 15 24334244 4 
eg se ORSRRES 人 


22 31 40 49 2 11 20 
左 而 右 的 对 角 线 上 ,其 中 “ 头 ” 如 十 1(k 二 0, 1,…,n 一 1) 图 5-7 
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则 分 布 成 向 左 的 “ 马 步 ”, 即 前 一 个 头 恕 十] 的 行 数 加 2, 列 数 减 1 就 是 后 一 个 头 
十 1)n 十 1 的 行 数 与 列 数 . 由 于 2 与 ?2 互 质 ,每 行 惟有 一 个 头 . 上 一 行 的 每 一 个 数 比 
下 一 行 在 它 左 下 方 的 数 大 1, 唯 有 头 比 左 下 方 的 数 小 ”一 1, 因此 各 行 的 和 均 相 等 . 


同样 每 一 列 惟有 一 个 头 , 因 此 各 列 的 和 也 都 相等 , 均 为 总 和 于 只 十 二) 的 工 , 即 


= 


要 


ri 组 (4 一 3) 的 n 个 数 2 二 。n 十 1， 


2 


十 2，…， 2 本 1 ,ma 十 组 成 ,和 2 十 了 与 各 行 的 和 相等 


注意 图 5-7 是 “中 心 对 称 的 ”, 每 两 个 位 置 关于 中 心 25( 二 一 天) 对 称 的 数 (如 38 


与 12) ,它们 的 平均 值 恰好 是 25. 和 ee 列 自 1 
开始 ,每 下 移 一 格 , 增 加 x 十 1, 形 成 等 差 数 列 . 因此 ,这 一 列 位 置 关 于 中 心 对 称 的 数 , 平 


均值 恰好 是 中 心 的 数 3. 其 中 任 一 数 向 右上 或 左下 移动 ,位 置 与 它 对 称 的 数 向 左下 
或 右上 移动 相同 格 数 ,得 到 的 两 个 数 ,平均 值 仍然 是 3. 
这 样 , 自 左 上 至 右 下 的 对 角 线 上 ,所 有 数 的 和 等 于 中 心 的 a 倍 , 即 汪 “ 守 上 . 


因此 ,用 图 5-7 的 方法 作出 的 幻 方 行 和 、 列 和 .两 条 对 角 线 的 和 均等 于 "et. 


幻 方 的 作法 不 是 唯一 的 . 每 一 组 连续 的 nn 个 数 kn 十 1, kn 十 2，…, kr 十 n 也 可 以 用 
向 右 的 “ 马 步 " 排 列 ( 各 组 的 头 仍 依 左 马 步 分 布 ), 即 m 的 行 数 加 2, 列 数 加 1 便 是 mm 十 1 
的 位 置 (图 5-7 的 作法 是 行 数 减 1, 列 数 加 1). 这 样 得 到 的 幻 方 称 为 “ 马 
步 幻 方 ” 或 “ 简 状 幻 方 ”. 它 有 一 个 极 有 趣 的 性 质 :将 所 作 的 幻 方 上 下 \ 左 。 113 14 4 
右 粘 合成 一 环形 后 ,无 论 沿 哪 条 横 线 与 哪 条 竖 线 剪 开 , 摊 平 后 都 仍然 是 12 6 7 3 


A 8 10 11 5 
二 阶 幻 方 显然 不 存在 . 四 阶 幻 方 不 难 制 作 , 图 5-8 就 是 一 个 (三 阶 13 3 2 16 
幻 方 仅 有 一 种 ,四 阶 幻 方 则 有 880 种 ,五 阶 幻 方 60 000 种 ). 图 5-8 


2 试 作 22 阶 幻 方 ,这 里 为 大 于 1 的 自然 数 . 

解 nn == 2 的 情况 即 图 5-8. 为 了 构造 图 5-8, 我 们 先 写 下 图 5-9, 即 依 递 增 顺 序 从 
左 至 右 ,从 上 而 下 将 1 一 16 逐一 写 在 方 格 里 . 这 时 两 条 对 角 线 已 经 满足 要 求 , 令 这 些 数 
固定 不 动 , 其 余 的 数 适当 调整 . 将 第 一 行 与 第 四 行 交 换 两 对 数 2 与 14, 3 与 15, 则 这 两 
行 均 合 乎 要 求 . 再 将 2 与 3, 14 与 15 交换 一 下 , 则 第 二 列 与 第 三 列 也 合乎 要 求 . 同样 可 
调整 其 他 行列 . 
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Dy 
Ff 守 疡 .有 1 放水 和 流光 1 32 33| 4 35 6 1 35 43332 6 
六 7 8 9101112 25 8 27|28 11 12 12 8 27 28 11 25 
i 13 14 15 16 17 18 19 20 15|16 17 24 24 17 15 16 20 19 
19 20 21 22 23 24 13 23 21 22 14 18 
13 14 15 16 25 26 27 28 29 30 7 26 9|10 29 30 30 26 10 929 7 
31 32 33 34 35 36 31 2 引 3 536 3 2 34 9 5 
图 5-9 图 5-10 图 5-11 图 5-12 


一 般 的 情况 与 上 面 n = 2 的 情况 类 似 . 以 n= 3 为 例 , 先 作出 图 5-10. 然后 将 第 一 行 
与 第 2n 行 ,第 二 行 与 第 2n 一 1 行 ,…, 两 两 配对 调整 . 将 第 一 行 的 ?个 数 与 第 2n 行 的 对 


调 , 则 这 两 行 均 满足 要 求 , 这 个 数 中 有 对 关于 中 间 的 y 轴 对 称 , 另 一 个 “孤独 


数 ” 在 第 nn 列 ( 即 图 5-11 中 的 3). 其 他 各 行 同 样 处 理 , 第 二 ,三 ,…,n 行 的 “孤独 数 ” 分 别 
在 第 1, 2, …, ”一 1 列 (图 5-11). 最 后 调整 列 . 调整 第 一 .第 2n 列 时 ,总 将 “孤独 数 ” 及 
它 关 于 zx 轴 对 称 的 数 与 第 2n 列 的 相应 的 数 对 调 ( 即 图 5-11 中 的 25, 7 与 12，30) ,再 
任 取 nn 一 2 个 数 与 第 2n 列 的 数 对 调 . 其 他 各 列 同样 处 理 . 这 些 调整 后 所 得 的 图 (图 
5-12) 即 满足 要 求 (在 调整 中 对 角 线 始终 保持 不 动 ). 
”在 8X8 的 棋盘 的 每 个 方 格 中 任 写 一 个 自然 数 ,然后 施行 以 下 的 操作 : 任 
取 一 个 3X3 或 4X4 的 正方 形 “ 子 棋盘 ”, 将 其 中 每 个 数 加 1. 能 否 经 过 若干 次 操作 ,使 棋 
盘 中 每 一 个 数 都 成 为 10 的 倍数 ? 

解 ”不 一 定 能 . 我 们 可 以 构造 一 个 例子 . 

在 图 5-13 中 涂 有 阴影 的 方 格 (24 个 ) ,其 中 所 写 的 数 ,经 过 操作 虽然 会 有 变化 ,但 
它们 的 和 S 的 奇偶 性 始终 不 变 ( 因 为 每 一 个 3X3 或 4X4 的 子 棋 盘 覆 盖 这 24 个 方 格 中 
偶数 个 方 格 , 所 以 每 一 次 操作 使 和 S 增加 一 个 偶数 ). 只 要 开始 所 填 的 数 使 S 为 奇数 
(这 很 容易 做 到 ) ,那么 无 论 施行 多 少 次 操作 均 无 法 使 每 一 个 数 都 变 为 10 的 倍数 . 

还 可 以 构造 出 其 他 例子 ,如 图 5-14, 其 中 也 有 24 个 打上 阴影 的 方 格 , 它 们 的 和 的 奇偶 性 
是 操作 的 “不 变量 ”有趣 的 是 ,即使 允许 对 2 x 2 的 子 棋盘 施行 每 个 方 格 (的 数 ) 加 1 的 操作 ， 
仍 不 能 保证 棋盘 中 的 数 都 变 成 10 的 倍数 .图 5-14 便 可 以 作为 例子 ,但 图 5-13 却 不 行 . 
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二 看 和 是否 存在 具有 如 下 性 质 的 数列 {a, } ,使 得 : 

(i) an EN 自然 数 集 ) ,三 1，2，…:; 

(Qa EN 2 

(iii) {a,}) 中 每 一 项 都 不 等 于 其 他 若干 项 的 和 ? 

解 ” 这 样 的 数列 是 存在 的 . (i) 容易 满 足 . ii) 表明 数列 的 增长 不 能 太 快 ,譬如 说 
{a,} 不 能 是 等 比 数列 ,但 可 以 是 等 差 数 列 . (ii) 则 希望 数列 有 一 定 的 增长 速度 ,最 好 能 
使 每 一 项 大 于 以 前 各 项 的 和 . (ii), (iii) 的 要 求 有 一 点 巴 盾 ,这 正 是 困难 所 在 . 我 们 的 解 
决 办 法 是 找 一 个 折 中 ,将 这 数列 分 为 若干 段 , 每 一 段 是 足够 长 的 等 差 数 列 , 以 满足 要 求 
(让). 同时 ,每 段 公差 大 于 以 前 各 段 的 总 和 ,这 就 可 以 满足 (iii). 具体 构造 如 下 : 

第 1 段 2 个 数 : ai = 1, a; 二 2. 

第 2 段 2 个 数 : as = 4, ai 一 8. 

第 产 段 ( 关 三 3) 吉 十 1 个 数 : 产 , 六 十 如 可 十 2tm，…，2t2 其 中 公差 如 王 


3 1 一 ] 
1 
第 m 段 的 和 为 (3/2) (i 十 1) 三 i 一 杨 ( 二 23 一声),， 从 而 前 m 段 的 和 
过 1 一 蕊 十 (十 2 二 4 二 8), 过 birls 


于 是 (iii) 成 立 . 
现在 来 估计 a;. 设 a， 在 第 m 十 1 段 , 则 在 mm 之 3 时 ,项 数 >” 过 加， 而 


6 


归纳 法 也 常常 用 于 构造 (归纳 定义 ). 
中 四 设 a，2 为 自然 数 ,为 非 负 整数 ,数列 {z } 为 
Wi :0 us = b， Um = Wn-i 十 Wn-z 十 上 & (m= 3, 全， …) (11) 
如 果 集 合 
B= {n|nE N,n< wu} (12) 


可 以 分 拆 为 集 B, ，B; , 且 满 足 
(CD B, MB; = 2,， B, U B, = B; 
(ii) 对 B; 中 任意 两 个 不 同 的 数 n1, ns, 和 nw 十 nz 针 {um})(i 二 1, 2). 
证 明 自 然 数 集 N 可 以 分 拆 为 集 Ni ，N; , 且 满 足 
(DJ mmN 一 儿 Ni UN 一 Ni Cah 
(ii) 对 N; 中 任意 两 个 不 同 的 数 nn, mr, 和 mn 十 ma 儿 {um}(i 一 1，2). (14) 
解 ” 我 们 用 归纳 法 来 构造 Ni ，N:. 
首先 令 Bl C Ni1, B,C N;. 
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设 小 于 n 的 数 已 经 确定 属于 Ni 或 N; ,并 且 能 使 (14) 成 立 . 考虑 的 归属 . 这 里 
tl 者 由， 


由 于 加 一 nn 二 Umi 十 wm-z 十 上 一 n 才 um-z 十 上 < 到 wy 根据 归纳 假设 , wu 一 nn 的 
归属 已 定 . 不 妨 设 它 在 Ni 中 . 令 1 € N,. 

对 任 一 自然 数 工 二 n, uri 二 工 十 n 二 2u ~ Unt2. 
如 果 工 十 n= zy 则 (ww 一 Xz) 十 (ur 一 n) = 2u 一 ui 二 We 
据 归 纳 假设 , wu, 一 + € Ni;( 因 为 uw 一 n € Ni). 

由 于 这 时 2z 三 2(xoH 一 ?2) 这 2(wwi 十 k) 放 wn, 所 以 z+ 关 w 一 z. 根据 归纳 假设 ， 
x € Ni. 于 是 N; 中 任意 一 个 小 于 nn 的 数 与 n 的 和 不 属于 {u,,). 

这 样 ,每 个 自然 数 n 都 有 确定 的 归属 ,因而 N 可 以 分 拆 为 集 Ni，N; ,使 (13)， 
(14) 成 立 . 

数论 、 函 数 ( 对 应 ) 等 方面 的 问题 也 有 不 少 需要 巧妙 的 构造 ,请 参看 有 关 专 题 . 所 谓 
归纳 定义 便 是 借助 归纳 法 来 构造 ,参见 第 8 讲 . 

构造 ,往往 无 固定 的 套路 可 循 ,特别 需要 发 挥 创 造 性 . 当然 ,如 果 平 时 处 处 留心 , 熟 
悉 一 些 典型 的 图 形 或 例子 , “胸有成竹 ”, 在 构造 时 也 是 大 有 帮助 的 . 


习 题 5 
1. 设 y 二 f(x) 为 严格 增 函 数 ，F(0) 二 0, f(a) 二 b, a, 5 均 为 正 数 , 由 0X0, 0), Ala, 0)， 
Bl(a, 5), C(0, 5) 四 点 构成 的 矩形 中 有 二 十 1 个 整 点 (包括 〇 点 ) 在 曲线 y 一 f(x) 
[a] [5] 
,Ol 
k=1 = 二] 


2. 证 明 可 以 将 1，2,，3, 4, 5 五 个 数字 组 成 的 所 有 (数字 不 重复 的 ) 五 位 数 分 成 平方 和 
相等 .个 数 也 相等 的 两 组 . 
3. 设 CQ2 Ci bh， b;， 9 b, 为 两 组 正 数 . 证 明 


ST/ 
k=1 


( 闵 科 夫 斯 基 (H. Minkowski，1864 一 1909) 不 等 式 ). 
4. 设 自 过 可 二 a (1 一 ls 2 a) 6) ,证 明 : 


4 6 


Ui Ui 
(a) a CIC2 二 人 人 人 十 aa4al < 二 CIC2 二 十 asal Eo 
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并 yz 为 实数 ,0 一 工 二 yY<<z 于 /2 证明: 
r/2 十 2sin zcosy 十 2sin ycos z > sin 27+ sin 2y+ sin 2z, 


. 不 用 图 形 , 给 出 例 3 的 另 一 种 解法 . 
. 能 否 找 到 自然 数 的 集合 S, 满 足 : 


(i) | S| 二 1991; (ii) S 中 任意 两 数 互 质 ; 
(iii) S 中 任意 上 (k 之 2) 个 数 的 和 为 合 数 ? 


已 知 正 四 面体 ABCD 内 接 于 球 O.CC ，DD“ 为 直径 . 求 平 面 ABC 与 ACD 的 夹 角 . 
， 是 否 存 在 非 负 整数 的 序列 FF(1), F(2),…, 同 时 满足 下 列 条 件 : 


(i) 非 负 整数 0，1，2，… 均 在 这 序列 中 出 现 ; 
(ii) 每 个 正 整数 在 这 序列 中 出 现 无 穷 多 次 ; 
(iii) 对 任意 nn 宇 2, F(F(n3)) = F(F(n)) 二 + F(F(361))? 


第 6 讲 化 归 


化 归 就 是 化 简 . 
最 大 的 化 简 莫 过 于 将 面临 的 .需要 解决 的 问题 化 为 一 个 业已 解决 的 问题 . 
至 已 知 zi，z，…，2Zn 为 实数 ,a >> 0. 如 果 


Zl 十 az 十 四 斗 工 一 Q， (1) 
. 2 
nn (2) 
证 明 : 0< zx <E i=1,2, va (3) 


解 ”首先 证 明 zi 宇 0. 车 zz 二 0, 则 zx 十 … 十 zx, = 二 a 一 Xl 之 a,， 从 而 由 柯 西 (A. 
L. Cauchy，1789 一 1857) 不 等 式 得 


(2 一 1)(zz 十 … 十 对 ) 三 (zs 十 … 十 工 )2 之 a2， (4) 


CC 


由 (4) 得 六 十 好 十 … 十 在 二 


1 与 (2) 刻 盾 , 所 以 il 之 10. 同样 zx; 三 0 2 tg n). 


为 了 证 明 zx 之 经 (i = 1, 2,…, n), 我 们 令 


n 


We (5) 
71 


2 
不 难 验 证 十 zz 十 十 式 王 sz 全 十 z= 如 十 避 十 如 十 反 一 经 (mi 十,… 
= 
十 x,) 一 二 


于 是 ,由 前 面 的 证 明 , xz: 之 0, 这 也 就 是 x < 本 = 


例 1 中 ,我 们 将 要 证 的 结论 <, 之 2 化 为 已 证 明 的 结论 x; > 0, 取得 事半功倍 的 


效果 . 

2 求 出 所 有 满足 下 列 条 件 的 自然 数 数列 zx ，zxs，…，x,，… ,使 得 : 

(i) 对 每 个 n, zx, 去 nVn; 

(ii) 对 任意 不 同 的 自然 数 m, n, (mm 一 n) | (zx, 一 工 ). 

解 z= 二 1 (n= 二 1,2,…) 及 zx, = 二 n(n 二 1, 2,…) 都 是 满足 已 知 条 件 的 数列 . 
其 他 例子 就 不 容易 举 出 ,或 许 就 只 有 这 两 种 情况 吧 ? 

心中 有 上 面 的 例子 (及 猜测 ) , 便 不 难 想 到 下 面 的 解法 : 
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zi 这 1 一 1 所 以 2 三 :1 
2 


所 以 zz 一 1 或 2. 

(i) 如 果 zs 三 1 那么 对 任意 nn 2, (n 一 1) | (一 2 (nn 一 2) | (zw 一 zz)， 
Mn— 1) | Ca Ts Ca—2 TG0 O—1 

由 于 元 一 1 天 一 和 五 质 : 所 以 (二 D(a 一 2) | (3 一 41). 


2 
但 在 n 宇 9 时 , x 一 1 Wn 一 1 之 守之 一 3n 之 (n 一 1)(n 一 2). 所 以 在 n 之 


9 时 ,z， 骨 由 (n—8) | 《一 对 任意 大 的 7 成立, 可知 Za 一 】. 同 理 zy; 一 “一 


4 1. 
于 是 , 恒 有 Tn 一 1 
(ii) 如 果 zz = 二 2, 那么 对 任意 二 2， 


(nC—1) | (zz,—1), (n—2) | (xz,— 2). (6) 
wal Zn 一 2 不 能 同时 为 0, 所 以 zx, 一 1 宇 n 一 1， 一 中 至 少 有 一 个 成 立 ， 
而 无 论 哪 一 个 成 立 均 有 

2 2 (7) 
令 X= XO— nm—1),n=1,2,., (8) 
则 zi ,zl，… 仍 为 自然 数 数列 ,并 且 条 件 (i)，( 让 仍然 成 立 . 由 于 zx!== 1, z= 1, 根据 上 
一 种 情况 已 导出 的 结论 , z= 1 (n= 1,2,…), 从 而 zx, = 二 n(n=1,2,…). 


四 设 z， zz,( 之 3 ) 为 实数 ,p= 2 ks 和 站 i 
i=1 


l<i<j<n 
证 明 :(a) 2 一 +p? 一 24 之 0. 
(b) nL|<" FW (tz =1],， Oy 5 n). 
解 ” 先 考虑 p 二 0 的 情况 . 这 时 
十 2g = (zi 十 Zo 十 十 Ti)? 一 Ti 一 TX 一 一 ZT 二 一 X11 一 Xi 一 "一 2， 


所 以 一 2g = 了 Dz? 之 0, 即 (a) 成 立 . (bb) 成 为 Zz 二 一 了 lx?, 即 zx 才 (n 一 1) Dz?. 


下 ji 
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由 柯 西 不 等 式 , (n 一 1) 2》) zx? 宇 (》)zx)? = xz? (与 前 面 的 (4) 相 同 ). zi(i 一 2，3，… 
关 ] 天 1 


nn) 也 满足 类 似 的 不 等 式 , 即 (b) 成 立 . 
现在 考虑 一 般 情形 . 令 


Be (i = 1], 25 i n), 
71 
则 2 zx;= 0. 
t=] 


与 已 经 证 过 的 情况 对 照 ,我 们 希望 (a) 中 式 子 的 左边 就 是 》) x 人 9. 事实 上 ， 


杂 2 2 2 
D5-Z2| -DHTnt+D [| 
2 
i | 
n 
一 站 一 上 


n 


于 是 (a) 显 然 成 立 ,并且 根据 上 面 已 经 获得 的 结果 ， 


即 (b) 成 立 . 


(9) 


以 上 三 道 例题 的 共同 特点 是 先 处 理 一 种 特殊 情况 ,再 通过 变量 代 换 ((5)，(8)， 


(9)) 将 其 他 情况 化 为 已 经 解决 的 情况 . 


归 


所 作 的 变量 代 换 常常 是 “有 背景 的 ”, 如 例 3 即 是 将 数学 期 望 (平均 值 ) 为 万 的 情况 


化 为 数学 期 望 为 0 的 标准 情况 ,这 是 概率 论 中 惯用 的 做 法 . 解析 几何 中 将 二 次 曲线 的 方 
程 化 为 标准 型 (以 曲线 的 对 称 轴 为 坐标 轴 ) ,线性 代数 中 用 相似 或 合同 变换 化 矩阵 或 二 


次 型 为 标准 型 也 都 是 类 似 的 手段 . 这 种 例子 举 不 胜 举 . 


化 归 , 通 常 是 将 复杂 情况 化 为 简单 情况 ,上 面 的 例子 均 是 如 此 . 将 简单 情况 化 为 复 
杂 情 况 的 化 归 虽 亦 有 之 ,但 不 值得 提倡 . 在 数学 竞赛 中 ,我 们 也 曾 见 到 过 一 些 学 生 搬 用 
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大 定理 来 解决 小 问题 (而 且 往往 用 错 ) ,犹如 使 用 飞机 、 坦 克 屠 杀 小 鸡 . 这 与 竞赛 的 目的 
恰恰 相反 . 竞赛 希望 增长 学 生 的 才智 , 即 运用 知识 的 能 力 , 而 不 是 灌输 过 多 的 知识 . 应 该 
提倡 的 是 “复杂 问题 简单 化 ,抽象 问题 具体 化 

设 PCz) 为 有 理 系数 三 次 多 项 式 ,qgj, 9 ，… 是 有 理 数 的 无 穷 数 列 ,并且 对 所 
有 nEN( 自然 数 集 ) ,都 有 qr 一 下 (gu+1)。 试 证 明 存 在 自然 数 &, 使 得 对 mEN, 都 有 人 mm 


一 dm: 


解 设 P(z) = azr: 十 br': 十 cr 十 d, 下 天 0， 

熟知 当 z 一 co 时 ,全 一 cc, 于 是 存在 正 整数 M, 当 | x |>M 时 , | PCz) | 
| 

取 M 守 | qi |, 则 一 切 g, 满足 1g, | 二 M( 若 有 19 | 盖 M, 则 19 1=| P(g,) | 
| go, | 二 M, 依 此 类 推 ,导出 | gq | 二 M, 巴 盾 !1). 

首先 考虑 所 有 g, 均 为 整数 的 情况 . 


这 时 g, 只 有 有 限 多 种 不 同 的 值 (种 数 不 超 过 2M 一 1) , 因而 有 无 限 多 对 q 相等 ,每 
两 对 下 标 之 差 不 超 过 2M. 于 是 ,有 无 限 多 对 w 相等 ,每 两 对 下 标 之 差 为 固定 自然 数 
k (k 二 2M). 

对 任意 自然 数 z, 取 o = qx，n 记 mm, 则 


qn-1 = 卫 (q,) = 上 (ge) = gl1， (#) 
dn—2 一 dntk—2 
Gm (m+k 
于 是 上 就 是 满足 要 求 的 自然 数 . 


其 次 考虑 q, 不 全 为 整数 ,但 a = 一 ，* 为 整数 并 且 忆 ,sc， sd 都 是 整数 的 情况 . 
设 :gq; > 2 Lr Sn 和 Z( 整 数 集 ) ,sy x Os (7 ， ey 1， 则 


a ee 1 十 bsr’s, terse 十 dss， , 

化 为 既 约 分 数 时 ,分 母 含量 ,而 分 子 与 w 互 质 ,所 以 5 | 5,1. 依 此 类 推 得 ss ”| 5. 于 是 
在 n 足够 大 时 , s, 二 1. 即 从 某 个 mm 开始 ,gq, 为 整数 . 根据 前 一 种 情况 的 推导 ,存在 自然 
数 上 ,当主 no 时, gq, = 二 qt 由 于 ( *), 上 式 对 一 切 n 均 成 立 . 


最 后 , 设 a 一 工 , r,s 为 整数 并 且 汉 , sc，sd 均 为 整数 (我 们 不 要 求 r，s 互 质 ,所 以 
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r，s 均 可 扩大 相同 的 倍数 直至 6, sc，sd 为 整数 ). 令 Pi(zx) 一 二 (一 za 十 bz 十 orz 十 
rd), 则 Pi (reia Ss 7 这 ，。 


用 PCz)，rd, 代替 P(x), gq, 即 化 为 前 面 讨论 过 的 情况 . 

Ld Wee 2 十 个 数 具 有 性 质 卫 : 

任 取出 一 个 数 后 ,其 余 的 数 可 分 为 两 组 ,每 组 n 个 ,并 且 两 组 的 和 相等 . 

证 明 这 2n 十 1 个 数 全 都 相等 . 

解 在 22 十 1 个 数 为 目 然 数 时 ,这 是 一 个 常见 的 问题 , 即 习 题 6 第 6 题 . 

耕 这 些 数 为 整数 ,只 需 将 它们 各 加 一 个 足够 大 的 自然 数 M, 就 全 化 为 自然 数 ,显然 
仍 具 有 性 质 P. 

奋 这 些 数 为 有 理 数 ,只 需 将 它们 各 乘 以 公分 母 , 化 为 上 一 种 情形 即 可 . 

如 果 结 论 对 实数 成 立 ,那么 结论 对 复数 也 一 定 成 立 , 只 需 将 每 一 个 数 的 实 部 与 虚 部 
分 开 ( 它 们 均 具 有 性 质 P) 即 可 . 

最 后 讨论 实数 的 情况 . 与 复数 分 解 为 实 部 、 虚 部 的 做 法 类 似 , 我 们 将 每 个 实数 分 成 
几 个 实数 之 和 ,这 几 个 实数 在 有 理 数 域 Q 上 是 线性 无 关 的 . 确切 地 说 ,如 果 一 组 实数 
a1，a2，"…，am 对 于 任意 一 组 不 全 为 0 的 有 理 数 ri ，r;,，…，,r, 均 有 


rial 二 roa2 NT Nk Td 二 0， 


就 说 wa, wz ，…，am 在 有 理 数 域 Q 上 (线性 ) 无 关 . 设 已 给 的 22 十 1 个 实数 w ，az ，…， 
az+! 中 最 多 有 mm 个 在 QQ 上 无 关 ( 显 然 m 三 2n 十 1) ,它们 是 a ,as，…, a. 则 对 任 一 a, 
(j 二 m) ,有 一 组 不 全 为 0 的 有 理 数 7 ，…, rm, rj ,使 a 十 … 十 rmanm 十 rja; 一 0, 其 中 
r; 一 定 不 等 于 0( 和 否则 w ,az，…, am 相关 ) ,因此 wu 一 aa 十 az az 十 … 十 avaw(7 一 
1，2，…，22 十 1), 其 中 ，…，a”” 都 是 有 理 数 . 

这 2n 十 1 个 数 的 “第 一 部 分 ”a1 ,al”，…, af” 仍 具有 性 质 P, 因 而 根据 前 面 的 
讨论 ,有 am = a? 一 … = ago ,同样 ,各 个 数 的 “第 二 部 分 ”,…,“ 第 m 部 分 ”也 分 别 
相等 . 从 而 这 2n 十 1 个 已 给 的 数 相等 . 

注 GQ) 例 5 了 逐步 从 自然 数 推广 至 整数 .有理数 ,实数 ,直至 复数 ,采用 了 域 论 中 的 
基本 手法 . 

(ii) 例 5 也 可 以 用 线性 方程 组 的 知识 来 解 . 

从 简单 情况 开始 ,然后 逐步 推广 ,这 是 数学 中 十 分 普遍 的 现象 . 

推广 ,往往 是 将 较 一 般 的 情况 化 归 为 简单 情况 . 化 归 中 遇 到 的 困难 越 大 ,推广 的 价 
值 也 就 越 大 . 如 果 无 法 化 为 简单 情况 , 那 更 是 真正 实质 性 的 推广 . 但 在 竞赛 中 ,大 多 数 推 
广 都 是 稍 作 努力 就 可 以 化 归 的 ,如 例 4、 例 5. 

化 归 就 是 转化 . 
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将 一 个 问题 转化 为 另 一 个 问题 ,将 一 种 形式 转化 为 另 一 种 形式 ,这 种 例子 在 数学 中 
屡见不鲜 . 归纳 法 的 决定 性 的 一 步 往往 是 将 n 的 情况 化 为 n 一 1 的 情况 ,图 解法 将 代数 
问题 化 为 几何 问题 ,而 解析 几何 则 将 几何 问题 变 为 代数 问题 . 和 可 以 变 为 积分 ,积分 也 
可 以 变 为 和 …… 所 谓 数 学 家 ,无 非 是 精通 这 种 “魔术 ”的 行家 里 手 . 

设 z，y 为 区 间 (0，1) 中 的 实数 .证 明 z? 十 zy 十 并， 十 XCy 一 1) 十 (y 一 
1 六 ，( 一 ] 郑 十 (zz 一 1)y 十 办，(z 一 1)2 十 (一 1)(y 一 1) 十 (> 一 1)2 中 ,最 小 的 不 超 
过 1/3. 
解 ”每 一 对 实数 (zx，y) 可 以 看 成 正方 形 


I= (tr) | Oc<re ls ye (10) 
中 的 一 个 点 . 问题 即 工 中 的 每 一 个 点 至 少 属于 
姑 十 区 十 六 之 翅 ， (11) 
ky 议 过 本 ， (12) 
(z 一 D: 十 (z 一 D? 十 交 委 癌 ， (13) 
全 一] 十 三 一 DG 一 切 十 (一 D3 所 吉 (14) 


这 四 个 椭圆 ( 盘 ) 中 的 一 个 ,或 者 说 四 个 椭圆 覆盖 正方 形 I. 
由 于 z,，y 的 对 称 性 ,只 需 证 明 


l= ta 1 (人 
1 一 {(zy)|0<z 委 1/2,0 一 yy 迄 z 或 1/2 二 z 委 1,0<y<<1 一 z) 


被 覆盖 (还 是 对 称 性 ). 

由 于 点 O(0, 0), A(1/3, 1/3), B(1/2, 0) 都 在 椭圆 x 十 xy 十 过 1/3 内 ,所 以 
整个 人 OAB 均 被 这 个 椭圆 覆盖 . 

由 于 点 A,，B, C(1, 0), D(1/2, 1/2) 均 在 椭圆 (x 一 1)? 十 (x 一 1)y 十 yy 过 1/3 内 ， 
a ABCD 被 这 个 椭圆 覆盖 . 

是 结论 成 立 . 

a 6 第 9 题 . 

I 设 n 宇 3, 考虑 在 同一 圆周 上 的 2 一 1 个 互 不 相同 的 点 所 成 的 集合 瓦 ,将 五 
中 一 部 分 点 染 成 黑色 ,其 余 的 点 不 染色 . 如 果 至 少 有 一 对 黑 点 ,以 它们 为 端点 的 两 条 弧 
中 有 一 条 的 内 部 (不 包含 端点 ) 恰 含 巨 中 个 点 , 则 称 这 种 染色 方式 为 好 的 . 如 果 将 下 
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中 & 个 点 染 黑 的 每 一 种 染色 方式 都 是 好 的 , 求 & 的 最 小 值 . 

解 将 Ek 中 的 点 依次 记 为 ls 2h E22N ls 并 将 点 1 与 i 十 (n 症 1) 用 一 条 边 相 连 
(我 们 约定 j 十 (2n 一 1)k(k € 2Z) 都 表示 同一 个 点 J) ,这 样 得 到 一 个 图 G. G 的 每 一 个 点 
的 次 数 均 为 2( 即 与 两 个 点 相连 : 与 ;十 (2 十 1), i 一 (n 十 1) = i 十 n 一 2 相连), 并 且 
相差 为 3 的 两 个 点 与 同一 点 相连 . 

所 谓 好 的 染色 就 是 在 图 G 中 至 少 有 两 个 相连 的 点 均 为 黑 点 的 染色 ,于 是 问题 转化 
为 图 G 中 至 多 有 多 少 个 互 不 相连 的 黑 点 . 

在 3+(2n 一 1) 时 ,3, 6, 9, …, 3(2n 一 1) 中 每 两 个 的 差 都 不 被 2n 一 1 整除 ,所 以 
这 2n 一 1 个 数 除 以 2n 一 1 所 得 的 余数 各 不 相同 ,因而 就 是 1, 2,…, 2n 一 1 这 2n 一 1 个 
点 (顺序 不 一 定 相 同 ). 这 样 ,从 3 人 可 以 沿 着 G 的 边 走 过 所 有 的 点 (每 两 步 增 加 3)， 
最 后 回 到 出 发 点 , 即 图 G 是 一 个 圈 . 圈 上 共 2n 一 1 个 点 ,因而 可 以 取出 而 且 至 多 可 以 取 
出 n 一 1 个 互 不 相连 的 点 . 


在 3 | (2n 一 1) 时 ,图 G 由 三 个 长 为 鲜于 + 的 圈 组 组 成 ,每 个 圈 的 顶点 集合 为 


(1+3k1k=0， i i 2 


3 


(2+3k | k= 0, J Sa hs 


| 
3 


| | k=1,2, Ws 


4 


每 个 圈 上 至 多 可 以 取出 各 二 一 < 个 点 互 不 相连 ,整个 图 中 至 多 可 以 取出 n 一 2 个 
点 互 不 相连 . 
oi 0 
WL mn ee | or 


[3 证 明 存 在 一 个 凸 1 990 边 形 , 同 时 具有 下 面 的 性 质 .: 
(i) 所 有 的 内 角 均 相等 ; 
(ii) 1 990 条 边 的 长 度 是 1 ，2: ,…，1 990? 的 一 个 排列 . 


解 、 如 果 内 角 均 相等 ,那么 外 角 均等 于 09, 9 二 区- 一 5 , 各 边 可 用 复数 (向 量 ) 


ae" 表示 ,这 里 an 是 第 h 条 边 的 长 度 . 由 于 多 边 形 是 闭合 的 ,所 以 


1 990 


i (16) 


h=] 


问题 即 寻 找 Ie 2 “| 990° 的 一 个 排列 dl» Ud2,» "9 人]990 ,使 (16) 成 立 . 
如 果 将 单位 圆周 等 分 为 1 990 份 ,并 在 分 点 分 别 放 上 重量 为 as(h = 1，2，…， 
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1 990) 的 质点 ,那么 (16) 就 意味 着 这 些 质点 的 重心 为 原点 . 

先 将 每 一 对 处 在 同一 直径 两 端的 两 个 重量 合 而 为 一 ,并 且 合并 后 的 995 个 点 组 成 
正 995 边 形 (原先 的 1 990 个 分 点 组 成 正 1 990 边 形 ). 为 此 令 

azk = (204)° ,azptes = (264 一 1)2，, R 一 1，2，…，995, 其 中 页 ，2，…，pog 是 1， 
2，…，995 的 一 个 排列 ， 


由 于 ax 一 azkt+esi 一 4464 一 1， i 三 0, 所 以 (16) 等 价 于 
k=1 


995 


de = (17) 
k=1 


问题 化 为 如 何 选 择 bi, b;, *， Doos ,使 (17) 成 立 . 
与 上 面相 似 , 我 们 先 将 每 五 个 重量 合 而 为 一 ,这 五 个 重量 所 在 位 置 构成 正 五 边 形 
(上 面 的 对 径 点 构成 “正二 边 形 ”) ,并 且 合 并 后 的 199 个 点 组 成 正 199 边 形 . 为 此 ,首先 
注意 
9 T1990 好 一 95 0 2Z, 3,.4) 


组 成 模 995 的 完 系 ( 参 见 第 11 讲 例 1), 因 此 pl 9 gos 可 改 记 为 bsj+199 (这 里 bp: 二 


4 
bito9s 是 同一 个 点 ). 然后 令 bsj+199 > J T1992t0 <t < 4)， = 为 7 1991 eg (J 3 


一 人 0 


1，2，…，199), 这 时 s; 就 是 位 于 正 五 边 形 的 五 个 顶点 处 的 重量 sreo(0 三 1 三 4 的 
和 . 并 且 由 于 


所 以 
二 ， 4 > 
= 199 2 , tersiti908 == 199e 徐 iy, 其 中 $= De 与 j 无 关 ,51 ，52 ，…，5ig 恰 好 


t=0 =U 


构成 正 199 边 形 , 它 们 的 和 > 5 一 199; 入 1 一 0 (均匀 分 布 在 单位 圆周 上 的 199 个 


相等 的 重量 ,重心 当然 分 布 在 原点 ). 即 (17) 成 立 

注 (2) “不 断 地 变换 你 的 问题 ”， 这 一 句 话 很 有 道理 例 8 正 是 这 样 逐 步 将 问题 化 
简 ,直至 解决 . 

(ii) 上 面 的 均匀 性 (质点 位 置 组 成 正 多 边 形 ) 很 重要 . 如 果 不 均 匀 ,重心 就 不 能 保证 
在 原点 了 . 


(ii 由 (16) 所 作 的 折线 (第 自用 向 量 aie” 表 示 ) 是 闭 的 . 由 于 每 次 转 过 9 二 5 下 ， 
所 以 每 个 内 角 r 一 8 到 x, 折线 是 凸 的 . 由 于 外 角 和 为 1 9909 = 2x ,所 以 折线 不 自身 
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相交 ,只 有 一 圈 ( 因 为 外 角 和 = 圈 数 xX 2x ) , 即 所 作 折 线 构成 凸 多 边 形 . 

化 归 , 有 时 将 一 个 问题 化 为 与 它 等 价 的 问题 ,也 有 时 新 的 问题 与 原来 的 并 不 等 价 . 
在 不 等 式 的 证 明 中 就 常常 出 现 后 一 种 情况 (如 放大 或 缩小 ). 将 原 命 题 加 强 或 推广 也 是 
不 等 价 的 化 归 . 

在 进行 不 等 价 的 转化 时 ,应 特别 注意 防止 发 生 错 误 . 任何 在 解 题 中 犯 这 种 错误 的 人 
对 此 均 有 深刻 的 体会 ,我 们 这 里 就 不 再 举 这 种 例子 了 . 

化 归 , 在 几何 中 的 应 用 也 极为 广泛 . 

如 图 6-1, 已 知 四 面体 ABCD, EE,F, G 分 别 在 棱 AB，AC，AD 上 . 记 

八 XYZ 的 面积 为 Swyz , 周 长 为 PAxyz. 证 明 : 


(a) SA EF; < max (Snagc 9 SaABD 9 SAacp ?9 SABcD ). 


(b) PEre < InNnax (Pagc 9 Papp 9 已 、Acp 9 Ppw ). 
解 (a) 先 证 明 两 个 引 理 . A 
引 理 1 平面 M 内 有 一 条 线段 BC 及 一 条 直线 上 ,在 ! 上 任 取 
= 点 D, A, E, 且 A 在 D, 屯 之 间 , 则 > 
Ac SS max (SApac, SArgc ). (18) 
(> 
由 于 D, 到 BC 的 距离 中 总 有 一 个 不 小 于 A 到 BC 的 距离 ， 图 6-1 


所 以 (18) 成 立 ( 如 图 6-2). 


B 
6-2 图 6-3 


引 理 2 已 知 线段 BC 及 直线 1, 在 1 上 任 取 三 点 D, A, E, 目 A 在 D, 玉 之 间 , 则 
(18) 成 立 . 

现在 :与 BC 可 能 异 面 ,但 可 以 过 BC 作 平面 M/L. 设 i 在 平面 M 内 的 射影 为 1， 
则 A, D, EF 的 射影 A', D', FEF' 均 在 /上 ,并 且 A' 在 D', E' 之 间 . 这 就 化 为 引 理 1 所 说 
的 情况 . 再 由 "射影 长 则 斜 线 长 ”, 即 知 引 理 2 成 立 ( 如 图 6-3). 

利用 引 理 2 ,得 


SAE; 委 max (SAAFG，9SAaBre) SC max (SMacp, SAgrc) 
max (9AADp ，9AAFB，9ApFB ) 


和 max (9Aacp ，SAaBcC，SApFB) 
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< max (SAacp ，SAaABc，SAaBp，ABCD ). 


(b) 同样 需要 两 个 引 理 . 
引 理 3 ”条件 同 (a) 中 引 理 1, 结 论 改 为 
Pnagc max (Papsc, PABc ). (19) 

证 明 引 理 3 可 利用 关于 i 的 对 称 . 设 B 的 对 称 点 为 B', 则 A 在 八 ECB' 或 人 DCB' 内 ,从 
而 AB 十 AC = AB'+AC 过 max(EB' 十 EC，DB 十 DC) = max (EB 十 EC, DB 十 DO), 即 
(19) 成 立 . 

引 理 4 条 件 同 (2) 中 引 理 2 结论 改 为 (19). 

与 上 面相 同 , 我 们 设法 将 空间 情形 化 归 为 平面 上 业已 证 明 的 情形 . 为 此 ,我 们 将 直 
线 ! 射影 到 平面 ABC 上 . 这 时 D, EE 的 射影 D', E' 与 A 都 在 ! 的 射影 上, 并且 A 在 
D’, EE' 之 间 , 从 而 Pragc 志 max (Pavgc, Parsc) < max (Papsc, Pagsc). 

有 了 两 个 引 理 之 后 , (b) 的 证 明 与 (a) 完 全 相同 ,只 需 将 其 中 的 S( 面 积 ) 改 为 P 
( 周 长 ). 

10 设 人 ABC 的 边 长 为 a， PP，c， 中 线 长 为 WDhas Mo» Me ,证 明 : 


5 >4Dm. (20) 


解 ” 容 易 看 出 mm ，, mm ，m. 组 成 三 角形 ， 9 
为 Rs 6, <( 图 6-4 中 的 人 GG'C 就 是 由 己 mma， Sm oe 


组 成 的 三 角形 ， 它 的 中 线 CD = 去 4). 如 果 (20) 对 所 有 三 角形 


均 正确 ,那么 对 中 线 所 成 三 角形 ,有 3) 9% 二 宇 全 2 二 
即 > -2 (21) 
反之 ,将 a, 六 换 成 mi， a 等 , 则 由 (21) 也 推出 (20). 因此 (20) ，(21) 是 等 价 的 ， 


只 需 证 明 (21) 即 可 . 由 中 线 公 式 , 有 
QD OD LE+O—e >3D)a 


a 2C8 tc 十 a*) > 


eT 六 +e)( 填 十 去 十 二 ) 之 i 
而 由 柯 西 不 等 式 , 有 
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( 民 十 玉 十 co)(a 十 b 十 c) (二 十 二 十 工 ) 
宇 9(e 二 了 十 避 ) 宇 3(a 十 6 十 0)?， 
所 以 上 述 一 系列 等 价 的 不 等 式 均 成 立 . 


注 《〈i) 一 般 地 ,有 
D(a, Os Cy Nl» 7715， 7 ) Sk 038(m,, Nip», Mi, Ta, 6, jc)> 0， 这 称 为 
Klamkin 对 偶 原 理 . 


(ii) 使 用 上 述 对 偶 原 理 的 好 处 是 使 (20) 中 作为 分 母 的 m。 变 为 (21) 中 的 分 子 , 从 而 
可 用 中 线 公 式 . 当然 也 可 将 a, 5, c 用 m。， mi，m, 表示 ,直接 证 明 (20). 

化 复杂 为 简单 ,化 陌生 为 熟悉 ,这 是 在 解 题 中 经 常 使 用 的 转化 . 例 9 的 射影 、 例 10 
的 变换 都 是 实现 这 种 转化 的 手段 (就 一 定 意义 上 说 ,化 归 就 是 射影 : 将 一 个 问题 映射 为 
为 一 个 问题 . 或 者 ,如 果 你 乐意 , 称 之 为 变换 也 无 不 可 ). 

因此 ,在 解 题 时 应 当 想 一 想 有 没有 一 个 “与 此 有 关 的 问题 ”. 但 是 , 切 不 可 生 搬 硬 套 . 
解 题 (尤其 是 解 竞赛 题 ) 需 要 发 挥 创造 性 ,不 能 死记 “招式 ”. 恰恰 相反 ,只 有 将 这 些 “ 招 
式 ” 忘 得 半点 不 剩 ,才能 真正 得 其 神 髓 , 心 无 存 轩 ,随机应变 . 


习题 6 


1. 1 991 个 点 在 同一 条 直线 上 . 以 这 些 点 为 端点 的 所 有 线段 中 ,至 少 有 多 少 个 不 同 的 
中 点 ? 

2. 数列 (a,} 以 丁 为 周期 , 即 有 自然 数 尺 , 当 nn 三 kh 时 , 恒 有 a 二 a,:t. 是 否 存在 自然 数 
js 使 do 二 a? 

3. 在 边 长 为 a, b,c (a 三 5 过 c) 的 三 角形 中 ,a, b,c 上 的 高 分 别 为 h,, hi, hh. 求 K= 
min bo .) 的 取 值 范围 . 

4. 人 AABC 的 内 切 圆 切 4AB 于 M, 工 为 BC 边 上 一 点 .证 明 有 一 条 直线 与 人 MBT， 
人 ANMT,，AATC 的 内 切 圆 均 相 切 ， 

5. 两 游客 位 于 山 两 侧 具 有 同一 海拔 的 A，B. 连结 A, B 的 山路 成 一 折线 ,每 个 顶点 都 
不 低 于 AA，B. 问 : 两 名 游客 能 否 沿 着 山路 上 下 ,在 任何 时 刻 都 保持 同样 的 高 度 , 直 
至 A 处 游客 甲 到 达 B,B 处 游客 乙 到 达 A? 

6. 2n 十 1 个 自然 数 具 有 性 质 P( 见 本 讲 例 5). 证 明 这 2n 十 1 个 数 全 都 相等. 

7 如果 aj 十 4 了 关 24j,; 对 1 忒 i 二 j 二 上 过 nn 均 成 立 , 那 么 数列 a ,as，…，,a, 就 称 为 无 
平均 数 的 .证明 任 意 n 个 不 同 的 复数 均 可 以 排 成 无 平均 数 的 数列 . 
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8. 设 有 一 两 端 无 限 的 复数 数列 ,每 一 项 等 于 它 两 个 相 邻 项 (左右 各 一 个 ) 的 和 的 于 证 
明 如 果 数 列 中 有 两 项 (不 一 定 是 相 邻 项 ) 相 等 ,那么 其 中 必 有 无 穷 对 两 两 相等 ， 


9. 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC = BD = 1, AC 与 BD 相交 于 O 〇 ,AOD = 60", 证 明 


AB, BC, CD, DA 中 至 少 有 一 个 不 大 于 V3/3. 

10. 是 否 存 在 整数 n> 2 满足 下 列 条 件 ; 全 体 自然 数 的 集合 可 以 分 拆 为 nn 个 非 空子 集 
(每 两 个 的 交集 为 空 集 ) ,使 得 从 任 n 一 1 个 子 集中 各 任 取 一 个 数 ,这 nn 一 1 个 数 的 和 
都 在 剩 下 的 那个 子 集中 ? 


第 7 讲 数学 归纳 法 


数学 归纳 法 极为 重要 , 凡 与 自然 数 有 关 的 问题 均 应 考虑 能 否 采 用 此 法 . 
nn 为 自然 数 ,nn 与 (2 十 1)” 哪 一 个 大 ? 
解 在 n==1,2 时 ,wr 二 (n 十 1)". 但 n= 二 3 时 ， 情况 发 生变 化 : 34 二 43. 一 般 地 ， 
n 宇 3 时， nT > (n+ 1)". (1) 


有 人 断言 : “直接 证 明 这 个 结果 是 困难 的 , 至少 是 不 能 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 的 .” 
这 一 断言 就 下 得 太 武断 了 ,实际 上 (1) 可 以 (而 且 不 难 ) 用 归纳 法 证 明 . 
奠基 (7 一 3 ) 已 经 完成 . 假定 (1) 成 立 . 要 证 明 


(zz 十 1)"42 之 (n+ 2)"t!, (2) 
, (7 十 1)*+2 、 (nn 二 2)" 
只 所 日 让 > ER 业 9 
只 需 证 明 RE (3) 
(将 (1)，(3) 相 乘 即 得 (2)) ,而 (3) 等 价 于 
(2 十 1)2n+0 > (n(n 27)n+1L， (4) 


由 于 (nn 十 1 二 弄 十 2n 十 1 之 n(n 十 2), 所 以 (4) 成 立 . 从 而 (3) 成 立 ,(1) 对 一 切 n 宇 3 
均 成 立 . 
ic 


= 1],a mn = re 一 (人 F 2， Sr “*)s 求 这 个 数列 的 通 项 公式 . 


解 “不 难 逐 步 算出 a 一 去 ,as = 序 . 因此 我 们 猜测 a, = 寺 。 


假设 已 有 a, 一 th 则 
1 
m = 一 一 一 二. (5) 
1 十 
看 一 
因此 这 就 是 所 求 的 通 项 公式 . 


通过 观察 ,试验 ,从 中 归纳 出 规律 ,提出 猜测 ,然后 再 加 以 证 明 , 这 是 大 多 数 定理 产 
生 的 过 程 . 在 例 2 中 , a, = 二 这 个 规律 不 难 发 现 ,但 有 些 规律 必须 通过 辛勤 的 劳动 ( 包 


括 多 次 失败 的 尝试 ) 才 能 找到 . 
发 现 规律 后 ,有 很 多 依照 固定 的 套路 不 难 证 明 ( 如 例 2). 这 时 不 必 将 过 程 详细 写 
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出 ,采用 “由 归纳 法 易 得 ”或 “ 依 此 类 推 "等 说 法 较为 方便 . 
例 3 已 知 数列 {a, } 满足 ai 一 270i 一 10， an+2 一 6aiH 一 Gun: 求证 :a， 可 以 写成 
两 个 整数 的 平方 和 . 
解 ao 一 2 一 了 十 王 ， (6) 
二 = 10=1* 丰 多， (7) 
a 一 6X10 一 2 王 58 一 3 十 7 ， 
as 一 6X58 一 10 王 338 王 72: 十 17 ， 


ww 一 6X338 一 58 一 5X338 一 58 十 7: 十 17: = 17? 十 1 681 = 172 十 4 王 .ii (8) 


于 是 猜测 an = b+ br (9) 
其 中 5 == (10) 
bs = 2bini bis (11) 
(9) 的 葛 基 已 经 完成 ( 即 (6)，(7)). 假设 (9) 及 
Wi 二 (12) 
成 立 , 则 


Qn+2 = 60Q,+l 一 Qn 
CD 十 好 ，) FS (本 十 形 ，) 
R 6b +2 二 5brn 1 b, 
= 662, 二 564 一 (bs — 2 )” 
= 5b?,, +b 二 460,nbnte 
= b,, 二 (2b,42 二 bn) 
一 条. 二 下 1 (13) 
因此 ,(9) 对 一 切 自 然 数 ”成 立 . 
由 于 我 们 要 利用 (11)，(12) 两 个 式 子 来 推出 (13) ,奠基 至 少 要 对 两 个 连续 的 n 值 
(n 二 0, 1) 进 行 . 为 了 能 看 出 规律 ,我 们 甚至 一 直 算 到 (8). 当然 ,如 果 已 经 能 发 现 规律 ， 
可 以 少 算 几 项 . 
了 EM 设 ”>5, 证 明 每 一 个 正方 形 可 以 分 为 nn 个 正方 形 . 
解 ”图 7-1 表明 一 个 正方 形 可 以 分 为 6, 7，8 个 正方 形 . 
假设 命题 对 于 n(n 三 8) 成 立 . 那么 先 将 一 个 正方 形 分 为 n 个 正方形 ,再 将 其 中 一 
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个 正方 形 分 为 4 个 相等 的 正方 形 ( 如 图 7-1(2) 的 左上 角 所 示 ) ,原来 的 正方 形 就 被 分 为 
n 十 3 个 正方 形 , 即 命题 对 n 十 3 成立. 


(1) (2) (3) 


由 于 我 们 已 对 三 个 连续 自然 数 6, 7，8 作 了 奠基 工作 ,命题 对 一 切 n > 5 均 成 立 . 
注 一 个 正方 形 不 能 分 成 2, 3 或 5 个 正方 形 . 

号 节 ”证 明 在 n 宇 3 时 ,2" 可 以 表示 成 7zx? 十 ,其 中 之 , y 均 为 奇数 . 

解 n= 二 3 时 ,2 = 二 8 二 7。1 十 1:，, 结论 成 立 . 

设 2 = 二 7zT 十 六 ，X， yy 为 奇数 .由 于 


2 = 二) 二 ( 妆 ) 
所 以 
2 = (7 +)|7: 3) 十 (二 ) ] 
区 Co 
一 7( 于 学) +( 笃 + 学 )， a 


由 于 z, y 均 为 奇数 ,所 以 王 记 >， 开 元、 都 是 整数 . 如 果 王 二 是 奇数 ,全 一 


4z 一 王 坟 也 是 奇数 ;如 果汁 是 偶数 ,那么 二 一世 坟 一 y 与 秋天 > 都 是 奇数 


所 以 (14) 或 (15) 就 是 所 需要 的 表达 式 . 

注 例 5 中 起 关键 作用 的 是 形 如 7z 十 关 的 数 相 乘 仍 为 同样 形式 . 所 以 必须 熟悉 
各 种 相关 知识 ,归纳 法 才能 运用 自如 . 

例 1 至 例 5 均 是 从 nn 进 到 nn 十 1. 有 些 时 候 , 从 nn 退 至 nn 一 1 则 较为 方便 . 

i 试 证 在 2”X2" 个 单位 小 方 格 组 成 的 正方 形 棋 盘 上 任意 挖 去 一 个 方 格 后 ,总 
可 以 用 由 三 个 单位 方 格 构成 的 世 形 的 块 无 重 难 地 覆盖 . 
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解 ” n= 二 1 时 结论 显然 . 设 命题 在 n 一 1 时 (即将 nn 换 为 
n 一 1] 时 ) 成 立 , 考 虑 的 情况 . 

将 这 个 棋盘 分 为 4 个 相等 的 部 分 ,每 一 份 是 一 个 2” X 
2 的 棋盘 . 设 挖 去 的 小 方 格 在 第 一 部 分 . 先 用 一 个 L 形 的 
块 盖 住 棋盘 中 央 的 三 个 小 方 格 , 这 三 个 小 方 格 分 别 属于 第 
二 三、 四 部 分 (如 图 7-2). 

每 一 部 分 均 少 了 一 格 , 由 归纳 假设 ,可 以 被 L 形 的 块 无 重 释 地 覆盖. 所 以 整个 2” Xx 
2" 的 棋盘 也 是 这 样 . 

在 nXn 的 矩阵 ( 数 表 ) 中 有 一 1 个 元 素 为 0, 其 余 元 素 不 为 0. 证明 总 可 通 

过 行 与 行 、. 列 与 列 的 对 调 ,将 0 全 部 移 到 主 对 角 线 (左上 至 在 下) 的 下 方 (不 包括 主 对 
角 线 ). 

解 nn == 1 时 结论 显然 . 设 命题 对 n 一 1 成立 ,考虑 nXn (2 三 2) 的 情形 . 

由 于 0 的 个 数 为 n 一 1, 小 于 列 数 ,至 少 有 一 列 不 含 0. 通过 列 与 列 的 对 调 , 总 可 使 
第 n 列 不 含 0. 再 通过 行 与 行 的 对 调 , 可 使 第 n 行 中 有 0. 

考虑 前 nn 一 1 行 .n 一 1 列 组 成 的 矩阵 ,其 中 0 的 个 数 不 大 于 一 2. 由 归纳 假设 ,可 
以 通过 行 与 行列 与 列 的 对 调 , 使 0 全 部 移 到 主 对 角 线 下 方 . 在 这 个 过 程 中 ,第 nn 行 的 0 
只 在 前 一 1 个 位 置 中 变动 ,不 会 变 为 第 n 个 元 素 , 即 不 会 变 到 主 对 角 线 上 . 因此 命题 对 
一 切 自然 数 n 均 成 立 . 

从 nn 退 到 nn 一 1, 然后 援引 归纳 假设 ,是 例 7 的 核心 (这 也 是 一 种 化 归 ). 

在 2n 一 1 个 星球 上 各 有 一 个 观测 站 ,每 个 观测 站 观测 与 它 最 近 的 其 他 星 

球 . 如 果 这 些 星球 之 间 的 距离 互 不 相等 ,证 明 至 少 有 一 个 星球 没有 观测 站 对 它 进行 
观测 . 

解 7 = 1 时 结论 显然 . 设 命题 对 nn 一 1 成立 ,考虑 n(n 宇 2) 的 情况 . 

设 这 些 星球 之 间 以 星球 A 与 B 的 距离 为 最 小 , 则 A 观测 B，B 观测 A. 其 他 的 
2n 一 3 个 星球 中 ,根据 归纳 假设 , 必 有 一 个 星球 C 不 被 其 他 星球 观测 . 

例 8 中 选取 距离 最 小 的 两 个 星球 A,，B, 这 一 点 极为 重要 ,不 如 此 就 不 能 退 到 nn 一 1 
的 情况 . 

注 ”命题 对 2n 个 星球 不 成 立 ( 只 要 考虑 n 对 星球 ,每 一 对 星球 互相 观测 ). 

从 nn 一 1 进 到 nn 与 从 n 退 到 n 一 1, 这 两 者 之 间 并 无 本 质 的 差别 ,应 根据 实际 情况 ， 
选用 较为 方便 的 一 种 说 法 . 


证 明 任意 正 的 真 分 数 记 可 以 表示 为 不 同 的 自然 数 的 倒数 之 和 . 
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解 ” 对 m 进行 归纳 . m = 1 时 结论 显然 . 设 命题 对 小 于 m 的 数 成 立 ,考虑 . 


由 带 余 除 法 ,n= qn 一 r, 0 去 > 一 7 
“一 0 时 结论 显然. 设 > 0, 这 时 加 一 二 十 元 . 
根据 归纳 假设 ,五 = 二 十 声 十 … 十 声 , 其 中 加 过 nw 过 … 二 吉 都 是 自然 数 (由 于 


FRR 所 以 之 过 dg 一 qi 一 oa 一 … 一 ge 都 
n qo? MA 


dg ll 
是 上 自然数 ， 

例 9 采用 的 归纳 假设 是 “命题 对 小 于 m 的 数 成 立 ”, 这 比 “ 命 题 对 m 一 1 成 立 ” 要 有 
力 得 多 . 因为 我 们 要 从 m 退 到 小 于 m 的 情况 (不 一 定 是 m 一 1 ) ,不 作 这 样 的 归纳 假设 
就 无 法 进行 证 明 . 

; 设 A= {al, as, ,a,}, al =a 二 二 an.9 是 A 一 A 的 一 一 对 应 ,满足 
a opal) atoa) < <a, ya,). (16) 

证 明 g(ai) = aj(i = 二 1, 2,…, nn). 
解 ”n 二 1 时 结论 显然 . 设 n 二 1, 并 且 命 题 在 小 于 nn 时 成 立 . 设 g(ai) = ww , 由 于 


ul 十 PCai ) < 十 g(as) i 二 g(a) =—= 十 如 


所 以 P(Cal)， JP(a2z)， Wan plaxr 1) 均 小 于 a ,因而 也 是 A， 一 ta，a，…，at} 的 一 一 
对 应 . 

如 果 三思 那 么 ai 十 as 大 于 一 切 a; 十 g(ai)(i = 1,2,…, 7 一 1) ,但 这 些 plai) 
中 有 一 个 等 于 a, ,矛盾 ! 所 以 & 一 n. 由 归纳 假设 ， 


plai) A == 村 2， i k. 


所 以 二 1. 再 对 {as ,as，…，a,} 用 归纳 假设 , 即 知 上 式 对 i = 2，…, n 也 成 立 . 

不 明显 出 现 n 的 问题 也 可 以 用 归纳 法 . 

忆 和 和 七 只 有 锁 的 盒子 ,每 只 锁 有 一 把 唯一 的 钥匙 ,钥匙 随机 地 锁 在 盒子 里 (不 
一 定 每 只 盒子 里 一 把 ). 然后 随机 敲 开 k 只 盒子 ,用 其 中 的 钥匙 来 开 其 他 的 盒子 . 对 1 去 
& 三 6, 其 余 的 7 一 有 只 盒子 均 可 用 钥匙 开 的 概率 为 多 大 ? 

解 ” 将 7 改 为 n, 结 论 更 加 一 般 , 而 且 可 以 施行 归纳 法 . 

我 们 证 明 所 求 的 概率 为 &/n. 

在 nn 二 上 时 结论 显然 . 设 命题 对 nn 成立, 考虑 nn 十 1 个 盒子 . 
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这 时 上 二 nn 十 1,， 有 一 些 盒子 未 被 获 开 . 设 第 n 十 1 只 未 被 敲 开 , 它 的 钥匙 必须 在 其 
他 盒子 里 才 有 可 能 用 钥匙 开 , 这 种 情况 出 现 的 概率 为 元 


设 第 nn 十 1 只 盒子 的 钥匙 在 第 m ( 加 过 2) 只 盒子 里 . 可 以 认为 第 2 十 1 只 盒子 就 放 
在 第 m 只 盒子 里 (打开 第 m 只 也 就 打开 了 第 nn 十 1 只 ), 这 就 化 为 n 的 情况 . 根据 归纳 


n A 
假设 ,相应 的 概率 为 有 /n. 因此 ,所 求 的 概率 为 一 一 i 


M 为 平面 上 有 限 多 个 整 点 所 成 的 集合 . 证 明 可 将 M 中 的 点 染 成 红色 或 蓝 
色 ,使 得 每 一 条 与 坐标 轴 平 行 的 直线 上 ,两 种 颜色 的 点 个 数 相等 或 相差 1. 

解 ” 对 M 中 的 点 数 n 进行 归纳 . n = 1 时 结论 显然 , 设 在 点 数 小 于 nn 时 命题 成 立 . 
考虑 n 个 点 . 如 果 某 一 条 平行 于 坐标 轴 的 直线 上 只 有 一 个 点 属于 M, 那 么 其 余 的 n 一 1 
个 点 可 以 (根据 归纳 假设 ) 用 两 种 颜色 染 好 ,满足 要 求 . 过 这 点 与 另 一 条 坐标 轴 平 行 的 直 
线 ! 上 ,如 果 红 点 多 于 ( 少 于 ) 蓝 点 ,就 将 这 点 染 成 蓝 色 ( 红 色 ) ;如 果 红 点 数 等 于 蓝 点 数 ， 
就 将 这 点 随意 染色 . 这 样 的 染色 满足 要 求 . 

设 每 一 条 平行 于 坐标 轴 的 直线 上 ,如 果 有 属于 M 的 点 , 则 至 少 有 两 个 . 这 时 ,对 M 
中 任 一 点 C ,存在 M 中 的 点 D, 下 ,使 得 CD，CF 分 别 与 x 轴 ,y 轴 平 行 . 设 王 为 矩形 
CDEF 的 第 四 个 顶点. 

如 果 EE 在 M 中 ,将 C, D, FE, 下 以 外 的 点 染 好 颜色 满足 要 求 . 然后 将 C, 上 染 成 红 
色 ,D, 下 染 成 蓝 色 . 

如 果 五 不 在 M 中 ,将 C, D, 下 去 掉 , 将 巨 补 充 进来 . 由 归纳 假设 ,可 将 这 些 点 染 上 
颜色 满足 要 求 . 再 将 下 ,，D 点 染 上 与 E 相同 的 颜色 ,C 染 上 与 不 同 的 颜色 . 这 时 M 中 
的 点 都 染 了 颜色 并 且 满 足 要求 . 

这 种 去 三 补 一 的 手法 颇具 巧 思 , 它 是 中 国 科 学 技术 大 学 苏 说 先生 提供 的 . 

如 果 ai 十 a 关 2a) 对 1 过 i 二 7 二 上 二 nn 均 成 立 , 那 么 数列 al ，az ，…，a 
就 称 为 无 平均 数 的 ,证 明 任意 个 不 同 的 整数 均 可 排 成 无 平均 数 的 数列 . 

解 ” 奠基 是 显然 的 . 设 命题 对 小 于 ”的 情形 成 立 ,考虑 的 情形 . 

我 们 可 以 设 这 nn 个 数 全 是 自然 数 ,否则 将 它们 各 加 上 一 个 足够 大 的 自然 数 . 如 果 它 
们 全 是 偶数 ,将 它们 除 以 2; 如 果 全 是 奇数 , 先 各 加 上 1, 然 后 再 除 以 2. 经 过 有 限 多 次 这 
样 的 处 理 后 ,” 个 数 中 有 奇 有 偶 ( 因 为 每 一 次 处 理 后 所 得 的 数 仍然 各 不 相同 ,而 且 均 严 
格 减 少 , 只 有 等 于 1 的 数 不 变 ,而 严格 减少 的 自然 数 的 数列 只 能 有 有 限 多 项 ). 将 奇数 按 
归纳 假设 排 好 放 在 前 面 ,偶数 按 归纳 假设 排 好 放 在 后 面 , 这 时 所 得 的 数列 就 是 无 平均 数 
的 . 相应 地 ,原来 的 n 个 数 也 排 成 无 平均 数 的 数列 . 
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取证 明 : >，( 一 1)rCI(Ca m7) 二 nl. (17) 


Fr 一 0 


解 ” 式 中 (n 一 r)" 的 底数 与 指数 均 与 4 有关, 在 作 归 纳 时 造成 极 大 困难 . 我 们 宁愿 
先 将 命题 加 强 , 即 证 更 一 般 的 


SDC(r—rn)"=nl. (18) 
r 一 0 


这 时 (zx 一 7)" 的 底数 已 与 无关 . 
n 二 1 时 (18) 显 然 . 设 (18) 成 立 , 则 
好 十 ] 
2 
nt+] 
= CDCn(zrmrn)". (rnm1+nt+1—7) 


ee 
= Cn(r—rn)"(r—n—1) 
+ 2 DCn(r—r)" ntl1—r) 
= (zx—n—1) DC— D(C) ro—r)" 
十 (十 1) >，( 一 1)755(z 一 让" 


一 Ce Co 
r=0 
ntl 
2 DCNzron" tant+D)! 


r 一 1 


= (z 一 2 一 D 。 [n+ DDG —1—r)"] 


r 一 0 
十 (na 十 ]71 
= (zx—7n—1)(n!l—n!l) 二 + (n+1)! 
二 (72 十 1)1. 


即将 (18) 中 的 n 换 为 n 十 1, 等 式 仍 然 成 立 . 所 以 (18) 对 一 切 自然 数 n 成 立 . 
在 (18) 中 令 xz = nn 即 得 (17). 
在 上 面 的 推导 中 ,我 们 利用 了 归纳 假设 : 


>，( 一 1)7CICz 一 rm 一 DC m1—rn)"=nl, 
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从 这 里 可 以 看 出 将 结论 增强 对 于 从 小 于 等 于 推进 到 ?十 1 是 有 利 的 . 因为 归纳 法 就 是 
增添 一 个 条 件 : 归纳 假设 . 命题 增强 时 归纳 假设 也 增强 了 ,有 了 足够 强 的 条 件 , 当然 无 
往 而 不 利 . 不 过 ,命题 增强 后 必须 仍然 是 真 命题 . 错误 的 命题 当然 无 法 证 明 它 的 “下 
确 性 ”. 


注 (18) 的 实质 是 nn 次 多 项 式 的 n 阶 差分 等 于 n! 乘 以 x" 的 系数 . 在 第 27 讲 例 


9 第 26 讲 例 1 还 有 其 他 两 种 证 明 . 


习 题 7 


。 证 明 (6), 《10)，, 
i 证 明 {1， -A “yy n}) 的 全 部 子 集 可 以 排 成 一 条 链 , 使 得 链 上 每 两 个 相 邻 的 集 恰 差 一 个 


元 素 . 


， 设 XI， Xs 为 二 次 方程 妇 十 or 一 1 一 0 的 根 , 其 中 q 为 奇数 . 证 明 对 任意 整数 7 之 0， 


T" 十 XT" 与 x "十 X39” 都 是 整数 并 且 互 质 . 


. 设 S(n)== pS | x 一 Xz | ,其 中 xz,，X2，……，X, 在 区 间 [0, 1j] 中 变动 , 求 maxS(n). 


li 


.Mm， nn 为 自然 数 , 证 明 n" 下 十 (n 十 1)"! 被 nm 村 1) 十 1 整除 ， 
.圆周 上 给 定 nn 个 点 ,有 的 数 红 色 , 有 的 染 蓝 色 , 以 这 些 点 为 端点 作 弦 ,每 条 弦 的 两 端 


颜色 相同 ,每 两 条 弦 除 端点 外 无 公共 点 . 证 明 弦 的 条 数 过 2 


. n 份 文件 分 别 由 n 个 人 保管 .证 明 在 n 宇 4 时 ,只 要 通 2n 一 4 次 电话 (每 次 电话 中 ,两 


个 人 交换 他 们 所 知道 的 信息 ), 每 个 人 就 可 以 知道 n 份 文件 的 内 容 . 


.对 任意 自然 数 nn 放 1, 证明 有 nn 个 自然 数 al, as，…,，a,，, 使 得 | a; 一 a; | 三 (ay aj)， 


其 中 (a, 5) 表 示 a, 5 的 最 大 公约 数 . 


. 对 任 一 整数 工 宇 1, 令 p(X) 为 不 整除 工 的 最 小 质数 ,g(x) 为 所 有 小 于 p(x) 的 质数 的 


积 . 特别 地 , p(1) = 二 2. 对 p(xr) 二 2 的 x, 定 义 g(Xx) 二 1. 考虑 由 Xxo 一 1 及 n+l 一 
ee (n 主 0) 定义 的 序列 To，X1，X2，……. 求 使 x, 二 2001 的 所 有 nn. 
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数论 (算术 ) 研 究 的 对 象 是 数 ,首先 是 整数 . 

自 本 讲 至 第 14 讲 中 ,所 有 字母 均 表示 整数 ,除非 特别 申明 . 我 们 用 N 表示 自然 数 
集 ,Z 表示 整数 集 . 

在 数学 欧 赛 中 ,数论 问题 占有 相当 大 的 比重 . 1990 年 在 我 国 举行 的 第 31 届 国 际 数 
学 奥林匹克 ,6 道 试题 中 , 竟 有 5 道 与 数论 有 关 , 以 至 有 人 戏称 这 一 年 为 “数论 年 ”. 

数论 问题 常常 是 竞赛 中 最 难 的 题 . 之 所 以 难 , 并 非 由 于 它 需要 很 多 知识 . 恰恰 相反 ， 
它 所 用 到 的 知识 是 大 家 熟知 的 . 正 是 这 些 平凡 的 知识 ,偏偏 为 人 们 忽视 ,不 知道 如 何 应 


用 它 . 

我 们 先 将 所 需要 的 知识 列举 如 下 : 

(1) 整数 是 离散 的 ,每 两 个 整数 之 间 的 距离 至 少 为 1. 因此 ,不 等 式 x 二 y 与 + 过 
y 一 1 是 等 价 的 . 

(ii) 带 余 除法 . 设 45 二 0, 对 于 任 一 整数 a, 总 可 以 找到 一 对 唯一 确定 的 g, ,满足 

a 二 gbi+r, Or<=b. (1) 

当 7 = 0 时, 我们 说 a 被 ;整除 或 5 整除 4, 记 为 ba, 并 称 a 是 6 的 倍数 或 5 是 < 

的 约 数 ( 因 数 ). 


当 r 关 0 时 , 我们 说 a 不 被 b 整除 或 5 不 整除 a, 记 为 b+ a. 
(iil) 设 4 为 a,5， 的 最 大 公约 数 (通常 记 作 (a, 5)), 则 有 u,v, 使 


ua 十 一. (2) 
这 称 为 裴 罚 (E. BEzout，1730 一 1783) 定 理 ， 


(iv) 如 果 alc, blc, 并 且 a, 5 互 质 ( 即 a, 5 的 最 大 公约 数 为 1) ,那么 ab|c. 
(v) 唯一 分 解 定理 . 每 一 个 大 于 1 的 自然 数 n 都 可 写成 质数 的 连 乘 积 , 即 表示 成 


n = ph py pe G3 
的 形式 ,其 中 pl 二 ps 二 … 二 pi 为 质数 ,ql ，…，, a 为 自然 数 . 并 且 , 这 种 表示 是 唯 
一 的 . 
亲人 已 知 <，y 是 正 整数 ,并 且 


Ty = 71 (4) 
y+xy’ = 880, (5) 
求 工 十 YY， 
解 ” 解 这 类 方程 ,分 解 与 估计 是 最 常用 的 方法 . 由 (5) 得 
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Zewy。，(z 十 y) 一 0。11。16， (6) 

从 (6) 立 即 看 出 z= 二 5, y= 二 11( 或 x = 二 11, y= 二 5) 是 原 方程 组 的 解 , 从 而 文 十 y= 二 5° 
二 11? = 146. 

如 果 只 需要 求 出 一 个 答 数 ,那么 问题 即 已 解决 . 如 果 需 要 求 出 所 有 可 能 的 解 ,我 们 
还 必须 证 明 答案 是 唯一 的 . 

一 种 证 法 是 利用 二 次 方程 ,这 是 中 学 里 熟知 的 事实 . 我 们 采取 另 一 种 证 法 : 利用 整 
数 的 性 质 . 

不 妨 设 三 工 在 zx 二 5 时 ,由 (6), 必 有 > 三 8, 从 而 y 二 8, z 十 y 人 三 16, zy 二 64， 
(6) 不 可 能 成 立 . 

在 x 二 5 时 ,由 (6), 必 有 x EE 1{1,2,4). 

如 果 xz= 二 1, yl(y 十 1) 王 5。11。16. y，y 十 1 中 恰 有 一 个 偶数 ,这 偶数 只 可 能 是 16， 
5。16, 11。16, 5。11。16, 显 然 它 与 另 一 个 为 奇数 的 数 相差 不 可 能 为 1. 


一 同 为 偶数 ,所 以 六 ( 立 +2)= 5。11; 
由 唯一 分 解 定理 ,学 只 可 能 为 1, 5, 无 论 它 取 哪 个 值 均 不 可 能 使 党 (学 十 2)= 5，11. 


如 果 工 = 二 2, yy 十 2)= 二 5X11 X 8, 所 以 y 是 偶数 并 且 尖 (学 十 1)= 2X5X11. 


由 此 得 出 y = 20. 但 x = 2, y == 20 不 适合 (4). 

综 上 所 述 ,必须 = 二 5, y= 二 11 或 += 二 11, y= 5. 

上 面 的 证 法 表明 即使 没有 (4) ,我 们 也 可 以 算出 zx 十 y = 146 或 404( 后 一 个 答 数 
在 {zx，y} = 二 {2，20} 时 取得 ). 

如 果 将 已 知 条 件 改 为 “z,，y 是 正 奇数 ”, 那 么 仅 从 (5) 便 可 得 出 唯一 的 答案 二 十 xy 
二 146, 4) 完全 是 多 余 的 . 

“x,，y 是 正 整 数 ”, 这 个 重要 的 条 件 很 多 人 视而不见 ,实在 是 奇怪 的 事 . 

8 用 4d(n) 表 示 n 的 正 因数 的 个 数 . 试 确定 

d(1) 二 d(2) 十 … 十 d(1 990) C7 

的 奇偶 性 . 


解 ” 如 果 k 是 n 的 因数 ,那么 亡 也 是 的 因数 . 因此 ,n 的 正 因数 是 成 对 出 现 的 . 当 


且 仅 当 为 平方 数 (自然 数 的 平方 ) 时 ,有 一 个 因数 /7 与 自身 (后 一 V7 ) 配 对 . 即 当 且 


仅 当 n 为 平方 数 时 ,d(n) 为 奇数 . 由 于 45 二 V1 990 二 44, 所 以 1 至 1990 中 有 44 个 平 
方 数 ,而 (7) 中 有 44 项 为 奇数 ,因而 (7) 为 偶数 . 
注 设 )” 的 分 解 式 为 (1), 则 它 的 ( 正 ) 因 数 个 数 为 
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(al 十 1)(az 十 1)……(a 十 1). (8) 


由 此 易 知 d(n) 为 奇数 的 充分 必要 条 件 是 n 为 平方 数 . 
.自然 数 n 恰 有 12 个 ( 正 ) 因 数 (包括 1 与 ,将 这 些 因数 按 递增 顺序 编号 : 


(1 =)d <d; 一 … 和 一 dx( 一 1). 


已 知 da ES (di 十 十 ds) > -1. 
解 ”di 十 d; 十 di 是 da 的 因数 ,当然 也 是 n 的 因数 . 所 以 


n 之 du -1 3 (di) 十 过 2 十 ds) X ds 之 di5 X ds 一， n = dy» 
(注意 didis = dzd1 = 二 … = 二 dsds 二 ded; = 二 n). 从 而 
di = 12 十 1 135 ds = di 十 dz 十 dd， ) 14 十 ad,， 


现在 来 求 d;. d; 必须 是 质数 (否则 d; 的 真 因数 是 ”的 真 因数 ,与 d; 为 最 小 的 真 因 
数 矛 盾 ) ,所 以 do € {2, 3, 5, 7, 11}. 

中 dd = 2 这 时 己 = 16. 导 出 己 二 4, d, = 8, 与 d, = 13 矛 盾 . 

(ii) dy 二 7. 这 时 ds = 21. 导出 3 | 7n, 与 d; = 7 牙 盾 . 

(iii) ds 一 11. 这 时 das = 25. 导出 5|n, 仍 为 矛盾 . 

(iv) dz 一 5. 这 时 ds 三 19. 若 性 9, 则 3 172, 导致 矛盾 . 因此 ds 必 为 质数 7 或 11. 
从 而 至 少 有 4 个 不 同 的 质 因数 5, 7 或 11, 13, 19, 它 的 因数 个 数 宇 (1 十 1)* = 16， 
矛盾 . 

(v) d; 二 3. 这 时 4; = 17. 根据 (iv), a; 不 能 为 质数 ,所 以 必 有 ds 一 9. 从 而 3: X13 
X17 二 1989 |n.1989 恰 有 (2 十 1) (1 十 1)(1 十 1) = 12 个 因数 ,所 以 n= 二 1 989. 它 是 
本 题 的 唯一 解 . 

注 ” 枚 举 法 是 数论 中 常用 的 方法 . 

过 是 证 明 x 十 n 十 1 (n 二 0) 不 是 平方 数 . 

解 12 < 一 和 好 十 ?2 十 1 一 (2 十 1)2， 

即 xw 十 2 十 1 介 于 两 个 连续 的 平方 数 之 间 ,所 以 它 不 是 平方 数 . 

注 〈i) 本 题 不 能 用 二 次 三 项 式 的 判别 式 非 零 来 证 明 它 不 是 平方 数 . 例如 rn? 十 9 不 
是 n 的 平方 式 , 却 可 以 是 平方 数 (n = 4 时 n? 十 9 一 5). 

(11) 用 同样 方法 可 以 证 明 两 个 连续 自然 数 的 积 n(n 十 1) 不 是 平方 数 . 

了 ”证明 三 个 连续 自然 数 的 积 不 是 平方 数 . 


层 ? 称 


解 ” 设 这 三 个 数 为 n 一 1, n,n 十 1 (n 二 1). 如 果 


(7 一 1)72(2 十 1) = m’, (9) 
那么 (nn 一 1)7 = mm’, (10) 


由 于 (于 一 1, nn) 一 1,， 从 (10) 式 导出 (这 里 引用 了 唯一 分 解 定 理 ) 
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| = DW = 0 
于 是 1 二 nw 一 a 宇 一 (n 一 1)* 一 202 一 1 二 1, 了 矛盾 ,所 以 (9) 不 可 能 成 立 . 
加 了 五 个 连续 自然 数 的 积 不 是 平方 数 ， 
解 设 n 一 2， nC 一 1]， n, 到 十 】， 1 十 2 为 五 个 连续 目 然 数 (? 二 2) ,并且 
n(n 一 1])(2 一 4) 一 (2 一 2)(02 一 1)202 十 1)(02 十 2) = m. (11) 


如 果 奇 质数 pln, 则 p+《n 一 2)(n 一 1)(n 十 1)(n 十 2), 因此 在 ”的 质 因数 分 解 中 ， 
p 的 指数 是 偶数 ,从 而 n= 二 2a 或 a. 
但 (2 一 2)(2 一 1)(2 十 1)(2 十 2) 王 (2 一 1)(02 一 4) = n' 一 5m? 十 4 在 两 个 连续 的 平 
方 数 (x 一 3 与 (wr? 一 2)? 之 间 , 不 是 平方 数 ,所 以 只 能 是 n= 二 2a: ,并且 


smo Lent (12) 


是 平方 数 . 
由 于 ”为 偶数 ， 


(全 一] 十 2 二 起 一 尼 ) 
一 (nx 二 n—2, 计 一 1 一 2) 王 (202，72 一 7 一 2)， 
(n,n 一 7 一 2) 一 (2，2) 一 2， 


所 以 ((m 一 1)(2 十 2)，(z 十 1)(2 一 2)) = 二 2 或 4. 
(12) 是 平方 数 ,所 以 (n 一 1)(n 十 2) 与 (x 十 1)(n 一 2) 中 必 有 一 个 是 平方 数 .但 


1 < 一 (7 一 1)(2 十 2) 一 好 十 2 一 2 一 (2 十 1)2， 


所 以 (n 一 1)(n 十 2) 不 是 平方 数 . 同 理 (n 十 1)(n 一 2) 也 不 是 平方 数 . 矛盾 ! 

所 以 ,五 个 连续 自然 数 的 积 不 是 平方 数 . 

例 6 的 解法 很 多 ,下 面 一 种 是 清华 附中 郭峰 同学 提供 的 : 

设 (11) 成 立 . 每 个 大 于 3 的 质数 户 至 多 整除 ?一 2, 7 一 1,m, 7 十 1, 2 十 2 中 的 一 
个 数 , 从 而 p 在 该 数 的 分 解 式 中 指数 必 为 偶数 . 

上 述 五 个 连续 自然 数 中 至 少 有 三 个 不 被 3 整除 ,从 而 它们 必 为 a? 或 2a? 的 形式 . 
由 抽 屋 原理 ,这 三 个 数 中 至 少 有 两 个 同 为 a? 或 同 为 2a? 的 形式 . 由 此 不 难 导出 矛盾 ( 参 
见 例 5 末 段 ). 

一 般 地 ,对 任意 n € N, 2 十 1 个 连续 自然 数 的 积 不 是 平方 数 ,但 其 证 明 相 当 困 难 . 

证 明 2, 3, 4, 5 个 连续 自然 数 的 积 不 是 平方 数 的 方法 ( 例 4、 例 5、 例 6 及 习题 8 第 
4 题 ) 各 不 相同 ,没有 完全 固定 的 套路 ,需要 具体 问题 具体 分 析 , 这 正 是 数论 问题 的 困难 
所 在 ,也 正 是 数论 问题 引 人 人 迷 的 原因 . 

当然 ,数论 问题 也 不 是 毫 无 规律 可 循 . 例 5、 例 6 的 核心 都 是 唯一 分 解 定 理 . 例 5 采 
用 了 平方 差 公 式 , 并 利用 1 不 等 于 两 个 自然 数 的 平方 差 , 例 6 采用 了 与 例 4 类 似 的 技 
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巧 ,证明 (xn 一 (x 一 2)(xn 十 Dn 十 2)，(n 一 1)(n 十 2),，(n 一 2)(n 十 1) 不 是 平方 数 . 
这 些 简 单 的 技巧 都 需要 我 们 仔细 体会 ,善于 运用 . 

‘证明 有 无 穷 多 个 n, 使 ni 十 nn 十 41: 

(i) 表示 合 数 ; (ii) 被 43 整除 . 

解 十 n 十 41 在 n= 二 41k 时 显然 是 合 数 ( 有 真 因数 41). 取 n= 二 43& 十 1, 则 

十 n 十 41 二 43(43k? 十 2k 十 上 十 1) 

被 43 整除 . 

用 同样 的 方法 可 以 证 明 对 每 一 个 整 系 数 多 项 式 jz) ,都 有 无 穷 多 个 ?2 EN, 使 
f(n) 为 合 数 . 事实 上 , 若 f(a) = 质数 p, 则 f(a 十 kp) 被 bp 整除 (在 例 7 中 ,f(1) = 43)， 


“ep 


WD 设 f(z)=z 十 红 十 c. 如 果 nE€N, 并 且 了 (nm) 一 Fa) Fa) 则 称 fCn) 
为 f 合 数 . 证 明 有 无 限 多 个 f 合 数 . 
解 Fn 1 
二 (十 如 十 中 (Cn 十 1)* 十 b(n 十 1) 十 0c) 
二 (十 如 十 cw 十 x 十 Cc 十 2n 十 bb 十 1) 
二 (i 十 如 十 c 阁 十 2nC 十 如 十 0) 十 blr 十 er 十 忆 ) 
十 并 证 如 十 c 
一 《经 十 (十 1)722 十 7 六 十 5 十 (六 十 1)2 十 c) 十 < 
= jj 十 (CO 十 1)72 十 c). 


因此 有 无 限 多 个 f 合 数 大 十 (十 1)m2 十 c). 
中 设 记 为 奇 质数 , 证 明 


kd 
Le 中 : 


的 分 子 a 是 p 的 倍数 . 
解 ” 仿 照 高 斯 求 1 十 2 十 … 十 n 的 办 法 ,将 和 


人 
Le TT 


的 各 项 顺序 倒 过 来 再 写 一 遍 , 即 


1 1 I a 
a 洗 生 和 和 


两 式 相 加 得 
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p p Pp _ 2a 
Si mp 


从 而 24a，(p 一 1)1 = 二 pp 的 倍数 . 但 p 为 奇 质数 ,所 以 p 不 整除 2，3,…, p 一 1, 从 而 
pla. 

注 “可 以 进一步 证 明 在 记过 3 时 ,大 | a. 

2 求 CG， G3,,…, C2r! 的 最 大 公 因 数 . 

解 熟知 CC 十 C2 十 … 十 C 和 二 (1+D” 二 2 ,所 以 CG， GCG，…, Ca 的 
最 大 公 因 数 4 必 为 2 (k 二 2n 一 1) 的 形式 .下面 计 算 2 在 GCI 二 1,3,…, 2n 一 1) 中 
出 现 的 次 数 . 

设 2 一 2"。/ 2+ 64, 则 jG 一 22C0 = 1,3,…, 2n 一 1) 被 2"+l 整除 .由 于 
/7 为 奇数 ,所 以 2"+1 | CG 一 1，3，…，27 一 1). 
由 此 即 得 & 三 六 十 1. 

Ci 一 2 一 2"+ 。/ 不 被 2"*? 整除 ,所 以 k= 二 m 十 1. 即 4 = 2"+. 

上 四国 设 nE€EN,1,2,…,n 的 最 小 公 售 数 为 fn), Ci, C:,…, C’ 的 最 小 公 倍 
数 为 g(n). 证 明 ; (nl)g(n) = fn1). (13) 


解 对 于 1<m<n+1, Cr 二 Cm EN, 即 m| (十 1D)C? ,从 而 天 | Cn 

+ Dg(n), 
Fn 十 1) | (n+ Den). (14) 
另 一 方面 ,对 任 一 质数 p, 设 Pp' 三 nn 十 1 二 pn, 则 p” | f(x 十 1). 熟知 户 在 (n 十 
DCy 中 的 睾 指数 为 站 ( [2 ]- [发 ]- [2 却 亚 ] )([z] 为 z 的 整数 部 分 ), 其 中 


p* 
ml] fml Te A ed i 0 区 
3 | 里 | [ < p* ps 及 <2, 即 
至 多 为 1, 因 此 7r 项 之 和 小 于 等 于 x. 这 就 表明 (n 十 1)C” | i 
(nt 1)gln) | fn 1). C15) 


直人 14》， (15) 即 得 (13). 
二 在 卫 2 二 4，a，a，…，a 均 为 不 超过 2n 的 自然 数 . 证 明 


wits olse([ 引 1) 


这 里 La;， a 表示 a;，a; 的 最 小 公 倍 数 . 
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解 ” 如 果 au ，ca ，…，a 中 有 一 个 是 另 一 个 的 倍数 ,结论 显然 成 立 . 以 下 设 每 一 个 
数 都 不 是 其 他 数 的 倍数 . 


若 有 ai 三 nn, 则 用 2a; 取代 a,. 因此 ,我 们 可 以 假设 (al，az，…，av}) = 二 {n 十 1, 7 十 
De 2 


竹 到 称 二 到 这 时 二。3 EE 让 所 由 


min[ai, a < [tl |= 3(n+D=6(| 圣 +1). 


(ii) 2+(n 十 1). 这 时 2| (n 十 2)， “二 :ee 


min[ai, 4,] < bs 3]=3Cn+2) =6(| 圣 |+1). 


、 "WE a ， we 
注 在 2 二 a 且 a + 时 ,7 万 全 2， 二 历 人 3, 所 以 La, 6] 用人 a 3a. 
这 表明 例 12 的 估计 是 最 佳 的 . 
古 E 设 1 和 aa 一 aa 一 … 一 ai. 证 明 
» a 
> (16) 
解 ”我们 证 明 更 强 的 结论 
1 En 
2 el 上 (17) 


当 n 一 1 时 ,由 于 as 天 ai, 所 以 [入 下 一 二 (1 一 冯 ) 
设 将 n 换 成 n 一 1 时 , (17) 成 立 . 
(GD 车 or >>2"。a, 则 之 ， mr 1 二 过 (1 一 站 
过 
i 


(0D 着 arii 过 2 ais 则 南 让 二 Qt < 人 由 一 和 一 全 一 下 


Uid i+1 和 Qid i+l Ui Ui+]l 
4 el 
相 加 得 > La: , Fae] < Ql Cn 十 1 < | (1 2" ): 


因此 (17) 对 一 切 nn 均 成 立 . 
从 上 面 的 证 明 还 可 以 看 出 当 且 仅 当 dE 1 Qi 2a， 2'(1 = 1 工 ， 2 Se n) 时 ， 
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(16) 中 等 号 成 立 . 
“证 明 对 于 m,n € N， 
2 (18) 
并 求 有 多 少 自然 数 的 数列 {a, } 满足 与 (18) 类 似 的 等 式 
(an, an) = dom, 只。 (19) 


解 ” 不 妨 设 m 放 n. 由 带 余 除 法 , m = qn 十， 0 三 7 二 n, 9 是正 整 数 , 所 以 2™ 一 
1 一 (2" 一 1)(2" 2) 十 2 2 十 … 十 1) 被 2 一 1 整除 .从 而 


(2 一 1]，2" 一 1) 三 ((2m 一 1)27" 十 (2 一 1)，22 一 1) 
= (2 —1s 2 一 十 》5 
对 于 n,r, 依 照 上 面 的 方法 可 得 7, 满足 n= 二 gr 十 ni ,0 过 ni 二 rr 及 
(2 = 2 1) (2 
如 此 进行 下 去 ,最 后 得 到 rk | Mils 并 且 
《2 一 12 一 ]) 一 二 (20 一 1，22 =1)= 29 一 1 
显然 这 样 得 到 的 x = 二 (m,n). 上 面 的 做 法 就 是 欧 几 里 得 (Euclid, 约 前 330 一 前 
275) 的 轻 转 相 除 法 . 
满足 (19) 的 自然 数 的 数列 有 无 穷 多 个 . 将 全 体质 人 } (9} 可 与 
思 } 相 同 ,也 可 以 不 同 ). 对 于 任 一 自然 数 n = 二 pi…p& , 令 
Cn 一 gli***qgt 一 dp * dp CS 
i 
a EN, d, 为 从 ail,，…, a, 中 每 次 取 r 个 相 乘 所 得 的 积 的 最 
大 公约 数 . 证 明 (mi Tht a 7 。d 为 整数 . 


alla, 1 “Cn | 


解 设 Q.= a 中 任 r 个 数 a; ， 


al la 1… “1 | 


Ui di sp = l; i d,， (20) 


其 中 Lig ee 2 是 将 ai | 个 (同样 的 ) 红 球 ,as = 小 
黄 球 ,……，,a， 2] 个 黑 球 排 成 一 列 的 排列 数 ， 当然 是 整数 . 其 他 Ri ik 与 此 类 似 , 也 都 是 
整数 ， 


与 斐 蜀 定理 类 似 , 易 知 ( 可 用 归纳 法 证 明 ) 存 在 一 组 整数 ZI，M2， ”zir ,使 
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uib! 十 zzp， 十 … 十 ziD， == (Db 1 b,， 人 Bb 
于 是 ,将 形 如 (20) 的 式 子 分 别 乘 以 适当 的 整数 再 相 加 可 得 LQ, = D741, ,qd,， 


即 Q, = be 为 整数 . 
“” 设 SCN, 非 空 ,对 加 法 封闭 ( 即 S 中 任意 两 个 数 的 和 仍 在 S 中 ) ,证 明 必 

存在 自然 数 m, d, 对 于 x 二 >m, x € S 的 充分 必要 条 件 是 d |x. 

解 设 o 为 S 中 最 小 的 数 ,如 果 an 整除 S 中 所 有 的 数 , 令 d = ao, 否则 在 S 中 有 
asaot+ta. 仿 di = (ao, a1);, 则 di = ao. 

若 di 整除 S 中 所 有 的 数 , 令 4 = di. 否 否则 在 S 中 有 as, di + as. 令 Sd = (di, az), 
则 d; dl. 

如 此 继续 下 去 ,由 于 a 二 di > d; > …, 所 以 经 过 有 限 多 步 后 这 一 过 程 必然 停止 ， 
即 存在 d, 整除 S 中 所 有 的 数 . 令 4 = d,,d 是 au， al，…, a, 的 最 大 公 因 数 ,所 以 存在 
x，z，…，zn ,使 xoao 十 Mial 十 Uzazs 十 … 十 wa 二 dd. (21) 


(21) 中 的 (0 三 i 之 n) 可 能 有 负 的 . 对 于 负 的 uw, 我 们 在 (20) 的 两 边 加 上 
(1+ 旬 )a; 。( 一 好 ). 由 于 d | a,, (21) 变 成 
uoao 十 wiai 十 … 十 wia， 一 qd ， 


其 中 g € N， “> max(0, 一 人) 1 二 Qs 村 2 
令 m 一 dd , 则 在 x+ 宝 m, 并 且 a | 工时 , 必 有 六 所 S$. 事实 上 ,zx 一 m= goao 十 r， OS 
r<~a,0Zg. 由 于 TT, NM, do 都 是 d 的 倍数 ,~ 也 是 da 的 倍数 ,所 以 


。d, 


) 1 1 天 
r= Moao 十 MIGI 十 … 十 xna， 一 


其 中 必 王 二 .wy, 0 扫 i 雪 和 于 是 
d 
六 一 qoao 十 (uo 十 wo)ao 十 (ui 十 wi)a 十 … 十 (zx 十 dos 


由 于 S 对 于 加 法 封闭 iQ03 CI 0 ES, 并 且 G0， ub 十 wi， 和 wu 十 wu 都 是 非 负 
整数 ,所 以 x € S. 


证 明 存在 一 个 有 理 数 己 , 其 中 4 < 100, 能 使 
73 
上 5]= |， od a 
对 于 到 二 江 ， 2 5 99 的 成 立 ， 
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解 ” 注意 73 与 100 互 质 ,因而 由 裴 蜀 定理 ,存在 正 整 数 c， dz, 使 
73d 一 100c 一 1， (23) 
其 中 4 一 100 (否则 用 4 一 100, c 一 73 代替 d，, c). 


对 于 二 之 训 之 的 ， ee kc _ (73d—1000k _ _k 


100 :ul l00d 100a 
因此 [ 106]= [4] 


清华 附中 郭峰 同学 提出 的 另 一 种 解法 揭示 了 问题 的 实质 : 最 佳 融 近 . 
小 于 -23. 并 且 分 母 小 于 100 的 正 分 数 只 有 有 限 多 个 . 设 其 中 与 j06 最 近 的 为 5 


~ 


0 
在 与 23 之 间 ( 不 包括 也 与 3) 无 形 如 如 (一 100) 的 分 数 . 因此 ,在 人 也 与 &* 了 06 


(k 二 1, 2, …, 99) 之 间 无 整数 h. 由 于 73 与 100 互 质 ,k 二 100, 所 以 &。 四 不 是 整数 ， 


73 
| 下， 100 |= G -| 
注 第 二 种 证 明 是 纯 存 在 性 的 . 如 果 要 算出 亏 , 则 可 利用 (23)， 73d 的 个 位 数字 为 


1, 十 位 数字 为 0, 所 以 4 的 个 位 数字 为 7 ,十 位 数字 为 3, 地 = 允 . 


- as, 已， crd € Ns 十 地 过 1,4 十 6 之 nm 证 明 


a 
二 2 十 ， (24) 
i ss 
Ss | 韦 . (25) 


若 bd 二 ww, 则 上 式 立 即 推出 (24). 
设 bd 宇 mi. 不 妨 设 b 宇 d. 


1 1 


若 b 二 d, 则 b 二 n, 地 5 was = Li 
7 n n nn 
上 面 的 证 明 在 5b 宇 4 宇 n 时 仍然 适用 , 剩 下 的 情况 是 4d 二 n. 这 时 56 二， 
1 C ] ] pe 


QL a 和 eS a 
i i 
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注 例 18 多 次 利用 整数 的 离散 性 . 如 吗 十 鼠 小 于 1, 因 而 与 1 至 少 相差 1 个 “ 单 


位 pa ‘BPC25)). 


© J op Ww 


10. 


ll. 


- 二 > - | ,并 pe . ; J 多 一 1- Re RP 和 EN Ee 
: f 二 ps 3 了 ws 8 一 下 二 Ug 

于 4 人 人 : j pe 二 = ， 
电驴 让 el I i 题 A 1 机 -和 小 全 | 


. 设 奏 二 0,7 二 0 并 且 寻 是 奇数 , 则 


Ge" ls 


。 设 n 为 奇数 ,al， C29 ”9 Gn 是 ls 2 的 一 个 排列 . 证 明 (ai —1)(as— 2)°(a, 


一 n) 是 偶数 . 
180” 


.已 知 一 个 角 的 度数 为 一 一 ,其 中 3 + n. 证明 这 个 角 可 以 用 圆规 直 尺 三 等 分 . 
. 证 明 4 个 连续 自然 数 的 积 不 是 平方 数 . 


从 Ls 2 yp 2n 中 任 取 nn 十 1 个 数 ， 证 明 其 中 必 有 两 个 数 互 质 . 


. 设 力 为 质数 ,，! 一 力 证 明 力 | C8 


证 明 Cs. 是 整数 . 


求 满足 nn 二 d:(n) 的 自然 数 . 


. nn 十 1 个 夸 码 总 重量 为 2n, 每 一 个 的 重量 均 为 整数 . 由 重 而 轻 逐 个 把 夸 码 放 到 天 平 


上 ,每 次 都 放 在 较 轻 的 盘 中 (两 边 相 等 时 可 放 入 任 一 盘 中 ). 证 明 砖 码 放 完 时 ,天 平 恰 
集合 M 含 有 0 与 1, 并 具有 性 质 : 车 Zi i 5 a 和 AT， 互 不 相同 , 则 二 i+ 


十 Xs) EMGR 为 任 一 自然 数 )，M 至 少 由 哪些 数组 成 ? 
f(n) 的 意义 同 例 11. 证 明 : 

(a) f(2n) | f(n)G,. 

《by fl2nTt 1) | fn Omai 

办 

(d) f(2n+1) >ne 2”. 

(e) fln) > 2" (之 7). 


12. 质 因 数 分 解 中 ,所 有 指数 均 大 于 1 的 数 称 为 早 数 . 能 否 举 出 无 限 多 个 自然 数 , 它 们 
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13. 


14. 
15. 
16. 
17., 


18. 


自身 及 任意 多 个 的 和 不 是 因数 ? 

令 f(z) = 二 十 x 十 41. 

(a) 证 明 对 自然 数 d, 1 二 d 二 41, 均 有 d+ f(n),n 为 任意 自然 数 . 

(b) 证 明 对 于 自然 数 1m 了 关 40，f(m) 不 是 平方 数 . 

(c) 求 40 个 连续 自然 数 , 在 工 取 这 些 自然 数 时 ,f(x) 的 值 都 是 合 数 . 

已 知 a,，b 为 正 整 数 , 并 且 ab | (@ 十 及). 求 证 Qw 一 六 

m，n 为 自然 数 , 并 且 mmm | Gm 十 7 十 za). 证 明 rm 为 平方 数 . 

设 n 宇 3, 证 明 所 有 与 n 互 质 并 且 不 超过 nn 的 自然 数 的 立方 和 是 n 的 倍数 . 

在 0 与 1 之 间 的 ,分 母 不 超过 nn 的 既 约 分 数 可 依从 小 到 大 的 顺序 排 成 一 列 , 称 为 n 
阶 法 雷 (Farey) 数 列 ， 


(a) 二 是 三 个 连续 的 nn 阶 法 雷 分 数 ( 即 n 阶 法 雷 数 列 中 连续 三 项 ). 证 
明 ad 一 bc 二 1 并 且 全 一 2 


a 二 Tg 
(b) 写 出 10 阶 法 雷 数 列 ， 
a， 8 为 互 质 的 自然 数 , 证 明 在 等 差 数 列 {amz 十 pb,， zi 王 1，2，…} 中 有 无 穷 多 个 数 两 两 
互 质 . 
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[zj 表示 实数 工 的 整数 部 分 . 更 确切 些 说 ,[zj] 是 不 大 于 实数 z 的 最 大 整数 . 例如 
Le] 二 汽 

应 当 注 意 在 x 二 0 时 , Lzj 的 绝对 值 大 于 或 等 于 z 的 绝对 值 . 例如 [一 1.2] = 一 2 
(而 不 是 一 1). 

[zj] 的 应 用 十 分 广泛 , 早 在 18 世纪 即 为 大 数学 家 高 斯 采用 ,因此 也 称 为 高 斯 函数 . 

有 一 些 与 [xj] 相关 连 的 函数 ,如 


{Xz} = x—[z] (1) 
常 称 为 x 的“ 小数 部 分 "或 “尾数 部 分 ”. 也 许 后 一 个 名 称 更 好 一 些 , 因 为 
仁太 六 一 一 1 一 上 -二 沽 二 入 六 


而 不 是 0. 2. 为 避免 出 现 错误 ,可 将 负数 写成 负 首 数 正 尾数 的 形式 ,如 一 1.2 = 2.8&. 
男 一 个 与 [Lx] 有 关 的 函数 是 [ x1 , 它 表示 不 小 于 实数 zx 的 最 小 整数 ,如 「『x1= 4. 
恒 有 民 汪 王 = 丰 < 用 当 (2) 
所 以 Tz1 被 称 为 天 花 板 函数 . 而 [zj 现在 也 有 人 记 成 LxJ ,并 称 之 为 地 板 函 数 , 
当 z 为 整数 时 , [z] = z= 二 「『x1, 三 者 合 一 . 当 工 不 是 整数 时 ,有 
[x1= [z|+1. (3) 


1z1 与 ZJ 虽然 出 现 较 晚 ,其 用 途 不 亚 于 [zj, 甚 至 有 取而代之 的 势头 . 
关于 [zj 的 问题 ,通常 只 需要 利用 它 的 定义 或 等 价 的 不 等 式 


[js (4) 
半生” 解 方程 3z3 一 [z] 一 3. (5) 
解 ”显然 x 的 绝对 值 不 能 太 大 . 事实 上 , 当 | z| 三 2 时 ， 
| | 一 一 到 


对 区 间 ( 一 2, 一 1), [一 1, 0), [0, 1), [1, 2) 逐 一 进行 讨论 可 知 (5) 仅 有 一 解 x = 


2 解 方程 [rz —2x]= [zx}— 2[x]. (6) 
解 ”首先 在 (6) 式 两 边 加 上 1, 化 (6) 为 
[(z—1):|]= (zx]—1) = [zx 1}. (7) 
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在 zx 一 1 二 0 时 ,由 于 [zx 一 1] 志 x 一 1 过 0, 所 以 
[zx 一 1]: 全 (zx 一 1) 二 [LCz 一 1)2]. 


因此 ,(7) 等 价 于 天 一 1 为 负 整 数 Lz 一 1. 
在 x 一 1 宇 0 时 , 由 (7) 得 


[zx—1I] (rm—1):<[r—1j+l. (8) 

改 记 [x 一 1] 为 非 负 整 数 n, 则 (8) 即 
nr 一 1)? 一 好 十 1. (9) 
所 以 郊 十 1 委 远 去 V1 十 到 十 1 (10) 


以 上 过 程 可 道 , 所 以 本 题 的 解 为 (x1n€ Z,n<0}U (U [Cn 二 1,VI 二 下 十 1D) 让 
注 本 题 的 第 一 个 关键 是 利用 
[xz]+m= [z+m],mELZ 《C11 


将 (6) 化 简 . 第 二 个 关键 是 对 (7)，(8) 进 行 分 析 , 直 接 得 出 解 . 如 果 不 注意 分 析 式 子 的 意 
义 , 那 就 无 法 觉察 解 已 在 眼前 , 枉 费 许多 力气 找 解 ,犹如 帽子 戴 在 头 上 还 在 到 处 寻找 
帽子 . 


了 旺 求 一 个 正 数 工 ,使 {xX} 十 (二 }= 二 KI 
满足 (12) 的 x 能 否 为 有 理 数 ? 

解 ” 我 们 可 以 求 出 (12) 的 所 有 人 解 . 

实际 上 ,(12) 意 味 着 z 十 一 二 (13) 
其 中 为 任 一 整数 . 

由 (13) 得 2 (14) 
(14) 中 可 为 任 一 绝对 值 大 于 1 的 整数 . 

车工 为 有 理 数 , 则 必 有 1 一 和 一 m, (15) 
m € Z. 从 而 由 (nm)(n—m)=4 (16) 


得 == 土 2, m = 0. 但 这 时 工 = 土 1, {x}) = (三 )= 0,(12) 不 成 立 . 所 以 z 不 能 为 有 
理 数 . 
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(14) 就 是 (12) 的 全 部 解 ,其 中 mmEZ 并 且 |2|>2. 


IE 求 方程 | 药 |=[ 曾 必 1 (17) 
的 正 整数 解 . 
解 设 z=102z 十 it 0 过 上 过 9,7 三 0. 则 由 (17) 得 
ea 之 
7 1 入 五 过 mw， (18) 
即 112 一 11 科 102z 十 上 < 1172， (19) 
12 一]1 过 上 < 7， (20) 
由 (20) 及 0 三 1 过 9 得 F< ne 20, (21) 


1 We 解 为 107 十 tt， t 一 0， 1 ， dt n—1. 
当 11 过 nn 过 20 时 , 解 为 ]0n 十 t,t 二 nn 一 11, n 一 10, *…,9. 


了 加 在 0 之 x 过 100 时 , 求 函 数 f(x) = [zj] 十 [2x] 十 Ei [3z] 十 [4z] 的 
值 集 的 元 素 个 数 . 

解 ”7Cz) 是 增 函 数 , 它 的 图 象 如 同 阶梯 ,由 若干 条 水 平 的 线段 组 成 . 

考虑 区 间 [0，3). 点 1/4, 1/3, 1/2, 3/5, 2/3, 3/4, 1, 6/5, 5/4, 4/3, 3/2, 5/3， 
7/4, 9/5, 2, 9/4,12/5, 7/3，5/2, 8/3, 11/4, 3 将 它 分 为 22 个 子 区 间 ( 含 左 端点 ,不 


含 右 端点 ). f(x) 在 每 个 子 区 间 上 取 常 数值 ,这 些 常数 值 互 不 相同 . 因此 , f(x) 在 [0，3) 
上 有 22 个 值 . 


类 似 地 考虑 其 他 长 为 3 的 区 间 . 最 后 f(x) 在 [99, 100) 上 有 7 个 值 ,它们 均 小 
于 f(100). 所 以 在 [0, 100] 上 ,f(z) 共 有 22X33 十 7 十 1 = 734 个 整数 值 . 即 f(x) 的 值 
集 共 有 734 个 元 素 . 

回回“ 设 ， 历 遍 所 有 正 整数 . 证 明 fCn) = | ”也 /他 十 于 ] 历 遍 所 有 正 整数 ,但 数 
列 a,=3722 一 22 的 项 除外 . 

解 只 需 考 虑 f(n 十 1) 一 fl(n) 宇 2 的 n, 亦 即 使 不 等 式 


大 .1 二 
3 5 <k<e 3 Ts (22) 


成 立 的 xn. (22) 等 价 于 n 二 3(k 一 去 ) 过 n+l 


由 于 3(4 一 去 ) = 一 3k 十 说， 所 以 上 式 导 出 n= 3k? 一 3k. 
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于 是 , f(n) 跳 过 的 数 为 n 十 k= 二 3k 一 2k (显然 (22) 的 右边 不 会 比 左边 大 1, 所 以 


了 (nn) 每 次 至 多 跳 过 一 个 数 ). 
二 次 (或 更 高 次 ) 方 程 的 根 常常 是 无 理 数 . 设 a 是 这 样 的 根 ,那么 [an] 的 性 质 当然 与 


a 所 满足 的 方程 有 关 . 
对。 设 a 为 方程 zz 一 1989z 一 1 一 0 (23) 
的 正 根 . 证 明 存 在 无 穷 多 个 自然 数 ”使 
[om + 1 989a[an ]] = 1 989n++ (1 989° + 1)[Lom]. (24) 
解 ” 我 们 证 明 每 一 个 自然 数 n 都 能 使 (24) 成 立 . 
由 (23)， 1 989 一 “一 二 ， (25) 
从 而 tl (26) 


利用 (25)，(26) ,我 们 有 
[on + 1 989a[an]]— 1 989n— (1 989° + 1)[Lon] 


所 以 (24) 成 立 . 

六 证 明 当 == 1, 2, … 时 ,[(1 十 V2)"] 交错 地 取 偶 数 与 奇数 值 . 

解 (1 十 V2)" 十 (1 一 V2)" 一 2(1 十 C。2 十 C。22 十 …) 为 偶数 . 

由 于 一 1 一 1 一 vV2 一 0, 所 以 1 

(1 十 V2)" 十 (1 一 V2)", 若 nn 为 奇数 . 

从 而 [(1 十 V2)"] 交错 地 取 偶 数 与 奇数 值 . 

Ea 证 明 2=+ [CC1 十 V3)2H]《〈 即 2"+ | [1L 十 V3)29] ,并 且 2 +L(1l 十 
VS)2m+l])， 由 一 0，1，2，…. 

解 ”与 例 8 类 似 ， 

[(1 十 V3)2H] = (1 十 V3)2 十 (1 —V3)”"t 
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二 (1 十 V3)(4 十 2V3)" 二 (1 一 V3)(4 一 2V3)" 
二 2"((2 十 V3)" 十 (2 一 V3)”" 十 V3((2 十 V3)" 一 (2 一 V3)”")) 
Xx (4 的 倍数 十 2 X 3? ) ,车 m 为 偶数 ; 


2"”X (4 的 倍数 十 2 X 3 只 ) , 若 m 为 奇数 . 


所 以 结论 成 立 . 
一 加 证 明 对 每 个 自然 数 &, 存 在 无 理 数 a, 使 对 任 一 自然 数 mm， 
[a”] 三 一 1 (mod &). (27) 
解 取 a 一 & 十 RCR 一 1)， 则 
[o"j 十 1 一 (R 十 V&(CR 一 1)) 十 (R 一 VR( 开 一 T))”。 (28) 


《28) 的 右边 展开 后 ,无 理 部 分 互相 抵消 , 剩 下 的 每 一 项 均 被 到 整除 ,因此 
k | (Lo”"] 十 1)， 

即 (27) 成 立 . 

例 设 a 为 方程 zs 一 3z? 十 1 一 0 (29) 
的 最 大 的 正 根 .证 明 [Lalss ] 被 17 整除 . 

解 方程 (29) 的 左边 在 x = 0 时 为 正 , 在 z= 1 时 为 负 , 所 以 它 有 一 根 8€ (0, 1). 
当 工 为 很 大 的 正 值 时 ,x 一 3x? 十 1 守 0; 当 工 为 绝对 值 很 大 的 负 值 时 ,x 一 3zx? 十 1 二 0. 
所 以 a 二 1, 并 且 方 程 (29) 还 有 一 个 负 根 x. 稍 细致 一 些 , 由 zx 一 3z? 十 1 在 x = 3 时 为 


根据 韦 达 定 理 
a 十 8B 十 7Y 二 3， 
所 以 
1>pB+7Y=3—~a>0,. 
从 而 
B=—¥=|y|, 
Bp"+y"> 0. 


又 B 十 7 二 1, 并 且 在 n 守 1 时， 
B+Y"<P+Y = (at+B+7)’ —2(08+p + Na) — oe 
= 9—a 一 9 一 (2V2)2: = 1. 
所 以 
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a 十 BP" 二 7" 一 1 过 a" 之 @' 十 B" 十 Y". 
由 于 a, 8, 7y 均 适 合 z"+3 一 3x" 一 3x", 所 以 wu = a 十 B" 十 Y" 满 足 递 推 关 系 
Wnts = 3untz — un (30) 
及 初始 条 件 u。== ui 二 3, us 二 9. wu 是 整数 ,并 且 [o"] = wu 一 1. 


易 知 uns 短 u(mod 17), 从 而 wig8gs 大 夺 1 (mod17), 即 [a' 写 ]== wises 一 1 被 
17 整除 . 
加 硬 殉 设 a, = [Vn 一 1 十 Yj], n= 二 1, 2,…. 证 明 ， 
(a) 有 无 穷 多 个 正 整数 m, 使 得 
ED (31) 
(b) 有 无 穷 多 个 正 整 数 m, 使 得 


dm+l ~ Um — js G32) 
解 ”首先 注意 


VR 十 (nn 二 1) 一 Vn 一 1)* 十 nm 


4n 
Vn 十 (n 二 1) 十 Vn 一 1 十 


4n a 
rn eh 


所 以 Vn 一 1 十 与 Vw 十 (n 十 1)* 之 间 必 有 整数 , 即 


nl a Es (33) 
因此 (a) 或 (b) 至 少 有 一 个 成 立 . 
若 (a) 不 成 立 , 则 只 有 有 限 多 个 m, 使 (31) 成 立 , 从 而 当 m 足够 大 时 , 恒 有 (32). 于 
是 an 一 Cnm = 上 ， 
Vm 十 k 一 1 十 (m 十 k)7 一 Vm 十 (m 十 1)? 过 上 (34) 


对 一 切 自然 数 上 成 立 . 固定 m, 令 上 一 十 co,(34) 式 左边 大 约 为 /2&, 右 边 为 &, 矛 盾 ( 或 者 
在 (34) 的 两 边 同 除 以 ,再 令 k 一 十 oo, 取 极限 得 V2 过 1)1 

若 (b) 不 成 立 , 则 只 有 有 限 多 个 m, 使 (32) 成 立 , 从 而 当 m 足够 大 时 ,和 恒 有 (31). 
于 是 Udm+l ~ Gm 之 2， 


Qt es (35) 
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与 前 面 类 似 , 固 定 m, 在 (35) 两 边 同 除 以 ,再 令 有 一 十 ceo, 取 极 限 得 V2 宇 2, 矛盾 ! 
关于 [xj, 还 有 一 个 在 竞赛 中 常常 遇 到 的 瑞 利 (J. W. Rayleigh，1842 一 1919) 和 定理 
(也 称 Beatty 定理 ) , 即 例 13. 
四 种 滞 ” 设 a, PB 为 正 无 理 数 , 并 且 


fp 让 (36) 

则 数列 a = Lo, 5, = Lm8j, 2 三 1，2，…， 都 是 严格 递增 的 ,并 且 
tas | 天 二 12 中 有 有 {6 | RS ly yd (37) 
{as | n=1,2,…}U{b,|n=1,2,.…}=N. (38) 


解 ” 显 然 a, 8 都 大 于 1, 因此 {a,}，{6,) 均 为 严格 递增 . 
任 取 一 自然 数 c, 设 在 区 间 [1, oc) 内 ,{a,) 有 hh 项 ,{65,} 有 上 项 , 则 
[ha] =c 志 [(h+ lal. 


从 而 ha < c= (+1)a, 
即 h < 二 + (39) 
同样 k<5 <kt+l. (40) 
将 (39),，(40) 相 加 并 利用 (36) 得 十 kk 二 cc 二 hh 十 & 十 2, 从 而 
c= 二 hh 十 k 十 1. 


即 在 [1, oc) 中 ,数列 {a,}，{65,} 共 有 hh 十 k= 二 c 一 1 项 . 

由 于 c 的 任意 性 ,在 [1, c 十 1) 中 ,数列 {a,}, {5,) 共 有 cc 项. 于 是 在 [c, c 十 1) 中 , 数 
列 {a,}，{5b,} 共 有 一 项 ,这 一 项 当然 就 是 c. 

这 表明 任 一 自然 数 cE {a, | n=1,2,…} U (6b, | n= 二 1,2,，…}), 即 (38) 成 立 . 
同时 c 也 仅 属 于 两 个 数列 之 一 , 即 (37) 成 立 . 

满足 (37)，(38) 的 数列 称 为 互补 数列 . 

BB 数列 f(1) 一 /2) 一 … 一 Fo) 一 … g(1) 一 g(2) 一 … 一 gz) 一 … 
是 互补 数列 ,并 且 对 所 有 nn 宇 1, g(n) = f(f(n)) 十 1， (41) 


求 f(n) 与 g(n). 
解 ” 首先 注意 由 已 知 条 件 唯 一 确定 了 这 两 个 数列 . 事实 上 . 易 知 g(1) 盖 1, 所 以 


SSE FY 
如 果 f(1),，…, fn 一 1),，g(1), g(2),…,g(n 一 1) 均 已 确定 ,那么 不 在 这 些 数 中 的 
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最 小 的 自然 数 就 是 f(n) ,然后 是 f(n 十 1)，f《n 十 2),…，f(f(7)), 而 gbn) 则 由 (41) 


定 出 . 
受 例 13 的 启发 ,暂且 先 假定 
fn) = [an], gn) = [Bj, (42) 

让 我 们 看 一 看 a, 8 应 当 是 什么 数 . 

由 (41),(42) 得 [Bn] = [Le[oz]] 十 1. (44) 
两 边 同 除 以 n, 并 令 ”十 co 得 B= a (45) 
代入 (43) 得 a:—a—1=0. (46) 
从 而 (只 取 正 值 ) a— tl, gp 于 上 


现在 来 证 实 上 面 的 假定 成 立 , 即 f(n) = [onj, g(n) 一 LBnj 满足 (41). 事实 上 ， 
[Le[oz]] 十 1 三 [om 一 atoz)] 十 1 
二 [(g 十 1)n 一 a{an})] 十 1 
= [aon] 十 n 十 [1 一 (a 一 1){an}] 
= [oz | 二 n= [(a 二 1)n] 
= [a’n| = LBn|. 
注 ” 先 猜测 答案 ,把 答案 拿 到 手中 ,然后 再 加 以 验证 的 方法 很 有 用 处 . 


习 题 9 


1. 证 明 : 对 一 切 有 理 数 r, {Xx) 十 {zx*} 二 1 不成立. 

2. 设 工 历 记 所 有 正 整 数 . 证 明 [ 十 V 对 十 于 | 历 遍 所 有 正 整数, 但 数列 一 [于 二 2 | 的 
项 除外 . 

3. 求 出 所 有 使 LVnj]|n 的 正 整 数 n. 


4. 证 明 ; 对 每 个 自然 数 上 ,存在 无 理 数 a, 使 k | [a] (n= 1, 2,…*). 
SS: 证 明 ; 对 于 nE€ N， 有 


n 


[z]+ [z+ 二 +[z+ 妆 H+ [z+ |= [nx] 
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6. 证 明 ; | 号]. [3 ]= [车] Co EIN). 次 入 换 为 正 实数 ,等 式 是 否 仍然 成 立 ? 
7. 求 出 所 有 满足 [z]: = 二 x。{x} 的 正 实数 ， 
8 说 二 七 N, 证 明 , [|]= | 


9 a 一 站 二 1, pg 一 ?一 全 二 3, 证 明 ,对 一 切 mE Ni 


LalBn |] = [on | + [Bn]. 


10. y = =>l 证 明 :[yYLxmj 十 Yj 十 [Yn 十 1)] = 二 n (n EN). 


11. G(0) = 0, Gln) = 二 n 一 G(G(n 一 ])), nn 二 1, 2, …. 求 G(n) 的 通 项 公式 
1 详 = 4 十 二 t /ke + 闻 ， 上 是 正 整 数 . 证明; 对 自然 数 n,&|[a"]. 
13. 确定 所 有 的 实数 对 a, 5b, 使 得 a[bm] 二 b[an] 


081 


1 仿 数 学 竞赛 研究 骆 程 
第 10 讲 同 余 


同 余 是 数论 中 的 重要 概念 ,也 是 一 种 方便 有 力 的 工具 . 
设 m 放 0, 如 果 a, 5 的 差 a 一 5b 被 m 整除 , 即 < 一 2 三 qn，, 我 们 就 说 a, 5 关于 模 m 
同 余 ,或 简称 同 余 . 记 为 


a = 4b (mod m). 


例如 
62 = 48 (mod 7), 
12 三 一 3 (mod 5). 
同 余 式 有 许多 与 等 式 类 似 的 性 质 . 
(1) 反 身 性 ”4a 圭 a (mod m). 
(ii) 对 称 性 ”车 a 三 5 (mod m), 则 
pp 三 CC (mod m). 
(Ciii) 传递 性 ”车 a 夺 6, b 三 cc (mod m), 则 
ac (mod m). 
(iv) 着 4a 硅 b (modm), cc 三 d (mod m), 则 
&a 士 < 三 5 士 d (mod m). 
(Vv) 若 a 三 6b (mod m), cc 三 d (modm), 则 
ac = bd (mod m). 


(vi) 若 a 夺 4b (mod m), n € NN, 则 
a”" = b" (mod m). 


这 些 性 质 的 证 明 都 极 简 单 , 以 (v) 为 例 : 
由 于 a 三 (mod m) ,所 以 a = 5 十 qm. 同样 c = 4 十 gm. 于 是 


ac = (b+ qn)(d+i+gqm) = bd (gd++qb +a m)m, 
即 ac = bd (mod m). 


请 特别 注意 ,从 ac 三 bc (mod m) 不 一 定 能 得 出 a 三 6 (modm)., 例如 6X7 三 6X 


7 三 2 (mod 10) 
并 不 成 立 . 正确 的 结论 是 
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(Cvii) 若 ac 三 pc (modm)， 则 a 二 6(mod 二 2) 


即 只 有 在 c 与 模 m 互 质 ((c, m) = 二 1) 时 , 才能 在 同 余 式 两 边 约 去 c, 而 不 需要 改变 模 , 
(vili) 若 a 三 2 (modm),m 二 qn,n€N, 则 a 二 6b (modn). 


(ix) 阁 4a 夺 6b (modmi), i = 1,2,.%…,k, 则 a 二 b (mod[mi, m2, *…, m |). 

性 质 (D ， (ii iii) 表明 同 余 是 一 种 等 价 关 系 , 因 而 整数 集 Z 可 以 根据 模 mm 来 分 
类 : 如 果 a, 2 同 余 , 则 a 与 上 属于 同一 类 ,否则 不 属于 同一 类 . 这 样 得 到 个 类 , 即 

Mi 一 (人 十 io |kE€EZ},i=0,1,2,.%,mD—1], ES 

它们 称 为 模 m 的 剩余 类 或 同 余 类 . 

例如 关 王 2 时 ,也 可 以 分 为 两 类 ,一 类 是 奇数 ,一 类 是 偶数 .在 空 一 3 时 , 民 可 以 分 
为 三 类 ,这 三 类 中 的 数 的 形式 分 别 为 3k 一 1, 3&, 3k 十 1. 在 m= 二 4 时 ,Z 可 以 分 为 四 类 ， 
即 形 如 4&, 4& 十 1, 4 十 2, 4 十 3 的 四 类 数 ， 

从 每 个 剩余 类 中 各 取 一 个 数 作为 代表 ,这 样 的 m 个 数 称 为 ( 模 m 的 ) 一 个 完全 剩余 


系 , 简 称 完 系 . 例如 {1，2，…， 71m} (2) 

是 一 个 完 系 . 当 zm 为 奇数 时 ,|0, 士 1, 土 2,…, 土 呈 了 | (3) 

也 是 一 个 完 系 ,而 且 是 由 绝对 值 最 小 的 数组 成 的 完 系 . 当 m 为 偶数 时 ,(3) 应 修改 为 
(0; 土 1, 土 2， rik (4) 


四 ”车 质 数 p 宇 5, 并 且 2p 十 1 也 是 质数 ,证 明 4p 十 1 是 合 数 . 
解 ” 以 p= 二 5 为 例 (2p 十 1 = 11 是 质数 ), 这 时 4p 十 1 = 21 


是 3 的 倍数 . 因此 ,我 们 希望 在 一 般 情 况 下 ,也 有 4p 十 1 三 0 (mod 3). 
由 于 p 宇 5 是 质数 ,p 志士 1 (mod 3). 如 果 p 三 1 (mod 3), 则 


2p 十 1 圭 2Xl1 二 1 三 0 (mod 3)， 
即 2p 十 1 是 3 的 倍数 ,与 2p 十 1 为 质数 矛盾 . 所 以 p = 一 1 (mod 3). 从 而 
4p 十 1] 圭一 4 十 1] 和 圭 0 (mod 3)， 


即 4p 十 1 是 3 的 倍数 ,因此 是 一 个 合 数 . 
全 2 Ti E (Es i 一 1 2 | 1 990, 证 明 


< 下 十 2zxs 十 … 十 1 990x1 990 = (5) 
解 Xl 十 2ZX2 十"…* 十 1] 990xl 990 
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三 1 十 2 十 … 十 1990 (mod 2) 
二 995 (mod 2) (其 中 有 995 个 奇数 ) 
三 1 (mod 2), 


所 以 (5) 成 立 . 
店庆 设 为 质数 ,证 明 : C? 三 [ 委 | (mod p)， (6) 


这 里 Lzj 表 示 z 的 整数 部 分 . 
解 完 系 0, 1, 2, …, p 一 1 中 必 有 某 个 i 与 4 同 余 ,这 时 | 于 |= ,并 且 


n(n—1)…n—i+1)(nmi—1).…(n—p 二 1) 
=ii—1) 1 (po—1)(i+1) = (po1)! (modp), 


即 (p—DIG=(p—D! 2 (mod p), (7) 


两 边 约 去 (与 p 互 质 的 ) (p 一 1) 1 便 得 C? 二 es 一 [| oe 


注 为 避免 分 数 , 在 (6) 的 两 边 乘 以 (p 一 1)1, 然后 又 从 (7) 两 边 约 去 (p 一 1)1, 还 
原 为 (6), 这 是 初等 数论 中 的 惯用 手法 . 其 实 从 稍 高 观点 来 看 ,这 一 乘 一 除 可 以 省 去 . 

设 m 二 0. 证 明 必 有 一 个 自然 数 a 是 m 的 倍数 ,并 且 数字 全 为 0 或 1. 

解 ” 考 虑 数字 全 为 1 的 数 1, 11, 111,1111,…. 
这 无 穷 多 个 数 中 必 有 两 个 在 模 m 的 同一 个 剩余 类 中 ,它们 的 差 即 为 所 求 的 a. 

2 证 明 从 任意 的 mm 个 整数 ai，az，…，aw 中 , 必 可 选 出 车 干 个 数 , 它 们 的 和 
(包括 只 有 一 个 加 数 的 情况 ) 被 m 整除 . 

解 ”考虑 m 个 数 


aiy ali 十 azy，al 十 az 十 ay，…，al 十 ar 十 … 十 C，。 (8) 


如 果 其 中 有 一 个 数 属于 (1) 中 的 Mo ,结论 已 经 成 立 .不然 的 话 , (8) 中 的 mm 个 数 里 必 有 
两 个 数 属于 同一 个 剩余 类 Mi; (1 达 i 达 mm 一 1). 这 两 个 数 的 差 被 xm 整除 ,而 且 差 是 ai 十 
ak+l 十 … 十 as 的 形式 . 

由 例 4、 例 5 可 以 看 出 剩余 类 常常 充当 抽 居 原理 中 的 “ 抽 居 ”. 

证明 从 集 A== 人 1, 2,…, 100) 中 任 取 55 个 数 , 其 中 必 有 两 个 数 的 差 为 10， 
也 必 有 两 个 数 的 差 为 12, 但 不 一 定 含有 两 个 数 的 差 为 11. 

解 以 10 为 模 , 将 集 A 分 为 10 个 剩余 类 . 所 取 的 55 个 数 中 必 有 6 个 数 在 同一 个 
剩余 类 里 . 

每 个 剩余 类 由 10 个 数组 成 , 依 大 小 顺序 排列 时 ,每 两 个 连续 的 项 相差 为 10. 上 面 
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所 说 的 6 个 数 既 在 同一 个 剩余 类 里 , 必 有 两 个 是 连续 的 项 (不 连续 的 项 至 多 5 个 ) ,它们 
的 差 当 然 是 10. 

同样 ,以 12 为 模 ,将 集 A 分 为 12 个 剩余 类 . 所 取 的 55 个 数 中 若 有 6 个 数 在 同一 个 
剩余 类 里 ,与 上 面 类 似 可 导出 结论 (每 个 剩余 类 至 多 含 A 中 9 个 数 ). 

现在 设 55 个 数 中 至 多 有 5 个 数 在 同一 个 剩余 类 里 . 由 于 


59 一 4X12 十 7， 
因此 必 有 7 个 剩余 类 里 含有 5 个 取出 的 数 .但 A 的 模 12 的 剩余 类 中 ,只 有 4 个 , 即 


他 由 13s 2B5 人 六 {2 Ls 26， i | 98)， 
Gos Ls Zs ws ‘907'E tds 165 283 “a; 100)} 


是 9 元 集 ,其 余 的 都 只 含 8 个 元 素 . 由 于 7 二 4, 必 有 5 个 取出 的 数 在 某 个 8 元 集中 , 因 
此 其 中 有 2 个 的 差 为 12. 
下 面 的 55 个 数 

lv 23, 45, 67., 89; 
2, 24, 46, 68, 90, 
3, 25, 47, 69, 91, 
26 8 70, 325 
5, 27, 49, 71, 93, 
6 28,. 50. 72, 94s 
9 205..6L, 73 5, 
8, 30, 52, 74, 96, 
yy BE S58. 70 OF, 
10, 32, 54, 76, 98, 
83, 55, 77,39 


中 ,每 两 个 的 差 都 不 等 于 11. 
.证 明 数 列 
TR Ue lol (9) 
中 无 平方 数 . 
解 (2n)’ = dn: 圭 0 (mod4)，(22 十 1): 一 422 十 42 十 1 三 1 (mod 4). 
而 
1]1 三 111 三 1111 三 … 三 3 (mod4)， 


所 以 (9) 中 无 平方 数 . 
例 3 设 n 为 偶数 ,a ， 42，"…，an 是 模 n 的 完 系 ,bi ,bs ，…， b, 也 是 模 ? 的 完 系 ， 
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证 明 : 


古本 Bw (10) 
不 是 模 n 的 完 系 . 
解 、 由 于 为 偶数 , 2 + Cn 十 了 D, 从 而 n+ 全球 呈 . 
对 于 模 n 的 任 一 完 系 a1, az，*…, a,， 


= nth 


al 十 az 十 … 十 a, 三 1 十 2 十 … 十 7 天 0 (modn), 


"2 


bi 十 by 十 … 十 b, 大 天 0 (modn). 


(al 十 让) 十 … 十 (a, 十 2 ) 三 7 十 1) 三 0 (modn)， 


所 以 (10) 不 是 完 系 . 

侦 30 对 夫妻 围 着 圆桌 坐 下 . 证 明 至 少 有 两 名 妻子 到 各 自 丈 夫 的 距离 相等 . 

解 依 顺 时 针 次序 将 座位 编 为 1， 2，…，60 号 .第 ;名 妻子 w; 与 其 丈夫 h; 之 间距 
离 为 


wi 一 hi, 若 上 h; < 让: 过 后 十 30; 
60 十 太一 zw 若 太 十 30 委 ii; 
h; 一 vw, 若 w; < hi oT 0 
60 十 ww 一 hi 着 wi 十 30 过 请. 


我 们 把 人 与 其 号 码 看 成 一 样 的 . 如 果 模 2, 可 以 简单 地 写成 d; 二 w; 十 hi(mod 2). 
由 于 {wi, Tas tao hi, he, °° hs0} 一 (1，2，…，60)， 所 以 


30 
2d; 二 1 十 2 十 … 十 60 = 二 0 (mod 2). (11) 


i=] 


60 xX 61 
2 


如 果 d; 互 不 相同 ,那么 {di, d,， 全 do0 } 2 sy 2 全 大 30}, 


30 
于 是 Dd;=1 十 2 十 … 十 30 = = 1 (mod 2). (12) 


i=] 


30 xX 31 
2 


(11) 与 (12) 了 矛盾 . 这 表明 di ,4d;，…， dyo 中 必 有 两 个 相同 . 
例 10 一 ,证 明 60|zyz. 
解 ”60 = 3X4X5, 只 要 证 明 
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3|xyz, 4|xyz, 5|xyz. 
如 果 XTX» y， z 均 不 被 3 整除 ,那么 工 寺 土 1 (mod 0 


从 而 zx’ 三 1 (mod 3). 
同样 y =z = 1 (mod 3), 
所 以 二 +y 三 2 关 1 xz(mod 3). 
这 与 写 十 多 三 二 矛盾 . 因此 3|zxyz. 

同样 在 5 + zyz 时 ， 三 土 1, 土 2 (mod 5)， 
所 以 Zz 大 士 1] (mod 5)， 


XT’ 十 yy 沽 十 2, 0 关 十 1 二 xz? (mod 5). 

因此 5 | 过 yx. 

如 果 4 + xyz, 那 么 六 王 土 ], 士 2, 士 3 (mod 8)， 

zz 三 1,4(mod8)， 

同样 导出 矛盾 . 因此 4|zyz. 

[过 于 设 a 与 模 m 互 质 ,证 明 方 程 

ar 三 b (mod zz) (13) 

在 {0， ] 5 23 se m 一 1} 中 有 唯一 解 . 

解 ” 由 于 a 与 mr 互 质 , 从 ai 二 aj (modm) 导出 i 三 7 (modm) (性 质 (Cvii)). 所 以 


a*0,a*1,a*2,……,a。(m 一 1) 这 m 个 数 互 不 同 余 (mod m) ,它们 构成 模 m 的 完 
系 , 其 中 恰 有 一 个 az 使 (13) 成 立 . 


(13) 的 解 可 记 为 之. 


例 11 虽然 简单 , 却 有 广泛 的 应 用 . 
2 设 a, bzo EN, zr =armt+b, n= 1,2,... 


证 明 zi ，zz,… 不 可 能 都 是 质数 . 

解 设 zi 王 户 为 质数 , 则 娟 二 oa, 因此 a 与 p 互 质 . 

在 史 29， 39 “9 Tpt2 这 | 个 数 中 , 必 有 两 个 属于 ( 模 p 的 ) 同一 个 剩余 类 , 即 有 
m 二 n 宇 2, 使 Zn = Xn (mod p). 


由 递 推 公式 ,有 2 一 East 一 局 (nod 芍 : (14) 
(14) 的 左边 同 余 于 0, a 与 p 互 质 , 所 以 x, 1 一 zx! 三 0 (mod p). 
依 此 类 推 , 必 有 Xm—nt+l™ Xl 三 (0 (modp) 9 即 工 m 一 n 十 ] 被 p 整除 . 显然 数列 严格 递增 ， 


余 
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所 以 zl Pp，Xxm_nn 不 是 质数 . 
四 人 是 否 可 从 10° 个 6 位 的 电话 号 码 中 选 出 10 个 ,在 同时 删 去 第 & 位 (& 为 
1，2, 3,， 4, 5, 6 中 任 一 数 ) 后 ,得 到 的 都 是 从 00000 到 99999 的 全 体 5 位 号 码 ? 
解 ” 对 于 00000 到 99999 的 每 个 5 位 号 码 aza3asasas ,在 前 一 位 添上 一 个 数字 al， 
满足 al 三 一 (az 十 as 十 ca: 十 as 十 as)(mod 10)， (15) 


即 al 十 as 十 as 十 ai 十 az 十 ai 三 0 (mod 10). (16) 


显然 数字 w € 10，1，2，…， 9} 并 由 (15) 或 (16) 唯 一 确定 . 这 样 得 到 的 10: 个 6 位 号 
码 即 满足 要 求 . 

事实 上 , 删 去 第 3 位 后 ,如 果 得 到 的 5 位 号 码 中 有 两 个 相同 ,那么 由 于 al ，az ，a4， 
C5，C6 均 相 同 , 而 U3 由 (16) 唯 一 确定 ,所 以 U3 也 必 相 同 , 即 原来 的 两 个 6 位 号 码 相 同 . 
而 上 面 所 选 的 10 个 6 位 号 码 均 不 相同 ,所 以 删 去 第 3 位 后 得 到 的 5 位 号 码 均 不 相同 ， 
因此 就 是 从 00000 到 99999 的 全 部 号 码 . 删 去 其 他 位 数字 同样 如 此 . 

注 ”要 证 明 有 限 集 B 的 子 集 A 与 B 相等 ,只 需 证 明 |1A|=|B1, 即 A 中 有 |BI| 个 
互 不 相同 的 元 素 . 例 13 正 是 这 样 做 的 (其 中 B 是 从 00000 到 99999 的 全 部 5 位 号 码 ). 

下 为 {1, 2,…, nn) 的 一 个 子 集 族 ,满足 : 

中 车 AEF, 则 | A|= 3; 

(i) 若 AEF,BEF,A 关 B, 则 |ANMmBj| 达 1. 

设 f(n) = max | |. 证 明 在 nn 宇 3 时， 


1 


fn) 之 于 (一 470)， (17) 
解 考虑 {1， 2, 5 n}) 的 三 元 子 集 {a， b， c} ,其 中 元 素 满 足 
4 十 2 十 cc 三 0 (modn). (18) 


显然 a, b,c 中 每 一 个 元 素 被 其 他 两 个 完全 确定 . 因此 ,满足 (18) 的 三 元 集 如 果 不 
全 相同 , 则 两 两 的 交 至 多 1 个 元 素 . 即 它们 所 成 的 集 族 下 满足 (1), (ii). 


现在 计算 |F|. 由 于 a 有 nn 种 选择 ; b 沽 a, n 一 24a, 2n 一 2a; 2 二 4 ,纪元 4( 即 不 使 


n 一 (a 十 b) 或 2n 一 (a 十 b) 等 于 a 或 6), 但 45 等 于 n 一 24a 与 27 一 2a 不 会 同时 发 生 ( 前 
者 发 生 时 a 二 n/2, 后 者 发 生 时 2n 一 2a 达 n, 即 a 宇 n/2), 所 以 5 至少 有 nn 一 4 种 选择 ， 
c 由 a,b 唯一 确定 . 因此 


n(nO— 4) 
i ” 


从 而 (17) 成 立 . 
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已 知 自 然 数 n 满足 


1335 十 1105 十 845 十 275 二 5， (19) 
试 确定 xn. 
解 正三 35 十 0 十 4 十 75 三 3 十 4 十 7 三 4 (mod 10) ,从 而 > 的 个 位 数字 为 4. 
显然 n 的 首位 数字 为 1 ,进一步 估计 得 


ii < 2X133 二 (84 二 27)5 二 3X1335 一 (2 )x 1335 ,所 以 一 x 133 = 167. 


因此 n € {134, 144, 154, 164}. 

将 (19) 两 边 mod 3 得 n 寺 1 十 (一 1)5 十 05 十 05 二 0 (mod 3)， 因此 nn = 144. 

注 ” 欧 拉 猜 测 4 个 自然 数 的 5 次 方 的 和 不 是 5 次 方 . 这 一 猜测 于 1960 年 被 三 位 美 
国 数学 家 推翻 , (19) 即 是 他 们 举 出 的 反例 . 


习题 10 


lt,mEN,n= tn. (a, a …, an}) 是 模 m 的 完 系 ,证 明 ， 
tart a | 1 tm OR Ri 1 


是 模 nn 的 完 系 . 
pp A n 为 偶数 ,证 明 :从 矩阵 
] "i 7 
2 和 运 ] 
72 ] 2 … 7 一 1 


中 不 可 能 选 出 一 条 “对 角 线 ”( 即 n 个 元 素 ,每 两 个 不 在 同一 行 ,也 不 在 同一 列 ), 使 得 
它 包 使 Ls 2 sy 疙 

3. 偶数 个 人 国 着 一 张 圆桌 讨论 . 休息 后 ,他 们 重新 围 着 圆桌 坐 下 . 证 明 至 少 有 两 个 人 ， 
他 们 中 间 的 人 数 在 休息 前 与 休息 后 是 相等 的 . 

4. 设 黄 与 10 互 质 .证 明 必 有 一 个 自然 数 a 是 m 的 倍数 ,并 且 a 的 数字 全 为 1. 

5. 能 否 将 77 个 3X3X1 的 长 方块 全 部 放 入 9 X11X7 的 长 方 体 盒子 中 ? 

6. 设 k,， 有 是 自然 数 . 如 果 对 任意 自然 数 m, 有 (11m 一 1,&) 二 (11m 一 1, 及) ,证 明 上 二 
11h ,其 中 为 整数 . 

7. 等 差 数列 由 nn 二 2 个 正 质数 组 成 ,公差 d > 0. 证 明 ; [pp | d，, 其 中 户 为 小 于 nn 的 

pn 


质数 . 
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8. nn 为 正 奇 数 . 若 有 mm 使 nla” 一 1), 则 对 任意 的 &EN, 均 有 ms, 使 二 (aw 一 1). 
9， 分 别 证 明 97”，1 997" 不 能 表示 成 若干 个 连续 自然 数 的 立方 和 . 


10. 


11. 
12. 


13. 
14. 


证 明 ; 对 任意 整数 A，B, 可 以 找到 整数 c, 使 得 集 Mi = 二 ( 妇 十 Ar 十 如 | 工 E 人 与 
M, = (2z2 十 2z 十 c| 工 GZ) 无 公共 元 . 

证 明 数列 {av}: al 二 1, an 一 an- 十 a[3] (nn 之 2) 中 有 无 穷 多 项 是 7 的 倍数 . 
如 果 轧 ， Pi，p2，ps 都 是 质数 ,并 且 户 二 扣 十 右 十 P3. 证 明 pi， pe，ps 中 必 有 一 个 
是 3. 

如 果 思 为 质数 ,证 明 2? 十 3? 不 是 平方 数 . 

求 所 有 的 正 整 数 对 a,5, 使 得 a 十 6ab 十 1， 妨 十 6ab 十 1 上 都 是 立方 数 . 
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本 讲 介绍 欧 拉 定 理 、 费 马 (P. de Fermat， 1601 一 1665) 小 定理 及 中 国 剩 余 定理 . 这 
些 定 理 在 较 高 层次 的 竞赛 中 经 常 遇 到 |. 虽然 它们 通常 不 属于 中 学 教材 ,但 参加 高 层 竞赛 
的 尖子 选手 没有 不 知道 这 些 定理 的 . 有 些 问 题 并 不 假定 学 生 知 道 这 些 定理 ,但 利用 这 些 
定理 往往 更 加 方便 . 

设 关 二 0, 在 上 一 讲 中 ,我 们 知道 模 示 有 m 个 剩余 类 


Mi 一 (人 十 pa |kEZ},i=0,1,.…,m—1. (1) 


如 果 i 与 m 互 质 ,那么 M; 中 每 一 个 数 均 与 m 互 质 . 这 样 的 同 余 类 共有 9《m) 个 ， 
?079) 是 1,2,…, m 中 与 m 互 质 的 个 数 , 称 为 欧 拉 函数 . 

在 8(m) 个 剩余 类 中 各 取 一 个 代表 ,它们 称 为 模 m 的 缩 剩余 系 ,简称 缩 系 . 例如 {7， 
11) 是 模 6 的 缩 系 . 当 m 为 质数 时 , 缩 系 由 交行 未 个 数组 成 ， {1, 2, **, pC— 1}, 


a on + 了 2 [都 是 模 的 缩 系 ， 


刚玉 设 m,ncE N, 并 且 (m， n) 一 1]. 如 果 {ai CQ2y *** ,Us}, {bi » bz ,*， b.} 分 别 
为 模 m 与 模 n 的 缩 系 ,那么 


S= {mt+m; |1<i<s, 1<i<t) (2) 


是 模 mn 的 缩 系 . 

解 ”首先 证 明 S 中 每 一 个 数 与 mn 互 质 . 

由 于 {6 ， bs, "…， b,}) 是 模 n 的 缩 系 ,所 以 对 每 一 个 bis (bs 1n) = 1. 已 知 (m， n) 一 
1 所 以 (mb; 十 naj，n) 二 (mb;, n) 二 1. 同 理 (mb; 十 naj,，m) 一 1. 所 以 S 中 每 个 数 
与 mn 互 质 . 

其 次 证 明 S 中 每 两 个 数 模 mn 不 同 余 . 设 mb， +na; = mb'+ na’ (mod mn), 


则 mb; 圭 mb; (mod n). 由 于 (m,n) = 1, 所 以 b 二 4b (modn)， 即 b; = 6i. 同 理 a, = 
Qj 所 以 mb’ 十 na’== mb; 十 na,. 
最 后 证 明 任 一 与 mn 互 质 的 数 c 必 与 S 中 的 某 一 元 素 在 同一 个 模 mn 的 剩余 类 中 . 
由 于 (m, n) == 1, 根据 第 10 讲 例 11, 存 在 + 使 mz 三 c (modn). 由 于 (c, n) = 二 1， 
所 以 (x, n) = 1. 因此 之 必 与 某 个 6; 在 模 n 的 同一 剩余 类 中 , 即 有 


mb; 三 C (modn). 3 
同 理 有 a, 使 na; = c (mod m). (4) 
于 是 (3)，(4) 即 mbi 十 ?aij = c (modn), 
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mbi 二 na; 硅 c (mod m). 
从 而 mb; na; 三 c (mod mm). 


这 就 证 明了 S 确实 是 模 mn 的 缩 系 . 
同时 ,由 于 t= gCm), s = gp(n), | S|= 5 = 9(mn), 我 们 得 到 Cm， n) 一 1 时 ， 


pmm) = pm) pn). (5) 


所 以 g 是 “ 积 性 函数 ”. 
四 在 1, 2,…, pr 中 有 和 多少 个 数 与 p" 互 质 ? 并 求 出 pg(p”). 
解 ” 问 题 即 1, 2, …， pr 中 有 和 多少 个 数 与 p 互 质 . 由 于 在 1,， 2, …, pr 中 有 p” 
个 数 1.，p,，2，p，3，p，…，pr!*， 记 是 p 的 倍数 ,其 他 的 数 均 与 p 互 质 , 所 以 
2( 加 ) 一 太一 大 = (6) 
由 (5)，(6) ,我 们 立即 得 到 g(n) 的 计算 公式 : 
设 nn 的 分 解 式 为 n 三 pi" po?… pe*，, 则 
21 Uj wwe CR ws -二 wee i 
p(n) = p11p2 ps (1 yd i (1 pr Cr 


(7) 的 另 一 种 推导 方法 见 第 25 讲 例 14. 
了 本 | 证 明 p(n) = 才 不 可 能 成 立 . 


解 若 pCo) 二 地, 则 4 |n 
设 n= 2pi3 呈 pri% ,a 之 2, 旋 ，…， pr 为 奇 质 数 , 则 
ph = 2 ph Ch DB — 1. 
从 而 力 力 ?办 = 2Cp1 一 1)… (Pp: OO— 1). 


上 式 右边 为 偶数 ， 左边 为 奇数 , 予 盾 ! 
(8) 当 工 通过 模 m 的 完 系 时 ， 


5 (Et (8) 


本 ‘9) 
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其 中 {z} 表 示 z 的 小 数 部 分 . 
解 ”我们 只 证 明 (9). 如 果 


二 (10) 
是 模 mm 的 缩 系 ，(a, xm) 一 1, 那么 
TREE sy ML tly 
也 都 与 mx 互 质 ,并 且 由 ari = ar; (mod m) 
得 Zi = Xx; (mod m). 


所 以 (11) 也 是 模 mn 的 缩 系 .从 而 ( 综 )= {去} 


m 
不 妨 设 (10) 中 的 数 均 为 小 于 m 的 自然 数 .这 时 2 {去 ) = 习 工 ， 


由 于 (x, mm) = 1 时 ,(m 一 xz, m) 一 1, 并 且 在 1 三 x+ 志 mw 时 ,m 宝 m 一 + 宇 1. 所 以 
m— xi m— Zz, "mC— x, 

也 是 模 m 的 缩 系 . 

2 芋 = RE 2 1 二 pg(m), 即 (9) 式 成 立 . 

注 J 与 高 斯 求 下 “十 100 的 方法 相同 . 

设 a 与 m 互 质 ,将 缩 系 (10)， (11) 分 别 乘 起 来 得 ar" zx x2…z 三 并 (mod m). 
约 去 zi zz… 并 即 得 ar = 1 (modm). 2 

(12) 就 是 著名 的 欧 拉 定 理 . 

这 加 ”如果 一 个 正 整 数 的 十 进 制 表 示 是 由 一 个 (不 从 0 开始 的 ) 数 字 块 及 紧 跟 在 
它 后 面 的 一 个 完全 相同 的 块 组 成 , 则 称 这 个 数 为 二 重 数 . 例如 360 360 是 二 重 数 ,36 036 
不 是 二 重 数 . 证 明 有 无 穷 多 个 二 重 数 是 平方 数 . 

解 每 个 二 重 数 可 以 写成 

上 X(10" 十 1) (13) 

的 形式 ,其 中 上 是 位 数 . 


如 果 /== 10" 十 1, 那么 (13) 就 是 平方 数 . 可 惜 这 时 /1 的 位 数 是 n 十 1, 而 不 是 .但 
10" 十 1 略 缩小 一 些 就 是 位 数 .我们 将 它 除 以 平方 数 49, 再 乘 以 平方 数 36, 即 邻 


和 n 
“一 4X(10 gy 
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1 必须 是 整数 ,所 以 我 们 希望 49 | (10" 十 1) (显然 2 ，3? ,4:， 5 ，6? 都 不 整除 10" 十 1， 
第 一 个 有 希望 整除 10" 十 1 的 平方 数 就 是 7 ). 

由 于 10 十 1 = 1001 被 7 整除 , 10 = 一 1 十 7X143, 所 以 102 一 (一 1 十 7X143)" 
三 一 1] (mod 49). 


取 n 二 kp(49) 十 21 == 42&k 十 21, 则 10" = 10%%%+2 = 10” 三 一 1 (mod 49). 


这 时 / 为 正 整 数 . 1(10" 十 1) = 了 X(10" 十 1): 是 二 重 数 ,也 是 平方 数 . 由 于 可 为 任 一 
自然 数 , 所 以 有 无 穷 多 个 二 重 数 是 平方 数 . 
ai 1 (mod p). (14) 
这 称 为 费 马 小 定理 . 它 也 常常 写成 
a =a (mod p). (15) 
(15) 不 需要 假定 (a, p) = 1. 
在 公元 前 500 年 左右 ,也 就 是 孔 夫 子 的 时 代 , 我 国 已 经 知道 质数 p | (2? 一 2), 即 费 
马 小 定理 中 a = 2 的 情况 . 
注意 : 使 


2" 二 2 (mod nn) (16) 


成 立 的 n 并 不 一 定 是 质数 ,这 样 的 合 数 ” 称 为 伪 质 数 . 

了 ”证 明 341 是 伪 质 数 . 

解 ”341 = 11X31 是 合 数 . 由 于 2 = 1024 三 1 (mod341)， 所 入 =2W 020 
三 2 (mod 341). 因此 341 是 伪 质 数 . 

不 难 验 证 341 是 最 小 的 伪 质 数 . 

加 ”证 明 有 无 穷 多 个 伪 质 数 . 

解 ” 若 a, 是 一 个 伪 质 数 , 令 

到 = (17) 


则 由 于 a, 是 合 数 ,2” 一 1 也 是 合 数 ( 若 a | 4,; 则 (2 一 1) | (2% 一 1)). 
另 一 方面 ,由 于 a， | CO —2)s 所 以 Cr 十 1 一 于 A 从 而 
2 ll] = 2 —]= (2")*:—1 
被 nt 整除 , 即 22%+ 一 一 1 三 0 (mod a,n). 这 表明 Cn 十 1 也 是 伪 质 数 . 
由 于 341 为 伪 质 数 , 所 以 由 (17) 可 逐步 得 出 无 穷 多 个 伪 质 数 . 
由 (17) 得 出 的 伪 质 数 均 为 奇数 . 偶 的 伪 质 数 也 有 无 穷 多 个 ,其 中 最 小 的 一 个 是 
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161 038 = 2 Xx 73 Xx 1 103. 
i 有 证明 任意 的 2p 一 1 个 整数 中 一 定 可 以 选 出 p 个 数 ,它们 的 和 被 p 整除 ,这 
里 p 为 质数 . 
解 如 果 Cl1 QQ2， *""*» U2p—l 中 任意 个 数 


an a es a (18) 
的 和 均 不 被 p 整除 ,那么 由 费 马 小 定理 有 
(aa 十 aa +ai,)?! = 1 (mod p), (19) 
形 如 (18) 的 组 合共 有 C 纪 个 ,对 C 纪 _, 个 形 如 (19) 的 同 余 式 求 和 得 
2 (on 十 as 十 …… 十 aa )! = C2 (mod 力 )， (20) 


由 第 10 讲 例 3,(20) 的 右边 C?，, 二 [也 |- 1 (mod p). 
《20)7 的 左边 将 每 个 aa 十 as 十 … 十 az )2 展开 后 ,得 到 形 如 ah az …ay 的 项 ,其 中 


1 过 p 一 1 (熟悉 多 项 式 定理 的 读者 知道 这 项 的 系数 为 一 一. 不 过 ,我 们 并 不 需要 


利用 这 个 结论 ). 在 > 中 这 样 的 项 应 有 C97 个 ( 即 从 ai，…, ai 外 的 数 中 取 思 一 /个 


| 
与 它们 搭配 成 形 如 (18) 的 组 ). 注意 Cg 一 ?一 一 人 到 十 Dp 客 5 幕 除 


(六 一 到 
而 (20) 的 左边 圭 0. 
产生 的 矛盾 表明 至 少 有 一 组 形 如 (18) 的 数 ,它们 的 和 被 p 整除 . 
上 面 的 证 法 属于 厄 迪 斯 这 种 由 总 体 ( 和 ) 到 个 别 的 方法 也 是 数学 中 常 使 用 的 . 
现在 介绍 中 国 剩余 定理 (也 称 孙子 定理 ). 
定理 设 正 整 数 mm， M2 "0 Tk 两 两 互 质 , 则 对 于 任意 给 定 的 整数 Ul» Ud2, ""'， 
dk， 同 余 方 程 组 


al (mod 7771 ) 5 


I 三 as (mod m;),， 


(21) 


= (mod mx ) 
一 定 有 解 , 并 且 它 的 (全 部 ) 解 可 以 写成 


T= abimm mt abmmm + 十 axbimim2 "me 二 mim2 "ma ， 


(22) 
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其 中 b; 满足 
ET b=1 (modmi), i= 1, 2, … ,上 k， (23) 
i 为 任 一 整数 . 
解 ” 由 第 10 讲 例 11,(23) 有 解 . 不 难 验证 ,(22) 给 出 的 z 确实 满足 (21). 
民 之 5 本 为 (21) 的 任 一 个 解 . 令 I—abmm me OO— 一 QkDk77217712…"772 1 ， 


则 代入 (21) 后 得 y 三 0 (modm),z 王 1，2，…，R&. 因此 yy = 二 rm2…ms. 从 而 过 由 
(22) 给 出 , 
注 (2) 如 果 zm ， mz ，…， mx 不 是 两 两 互 质 ,那么 当 且 仅 当 Gx, mm;) | (a; 一 a)) 
(i, 7 二 1，2,，*…, 上) 时 方程 组 (21) 有 解 . 
(ii) 常常 将 m; 分解 为 质 因 数 的 乘积 ,化 方程 组 (21) 为 mod pr 的 同 余 方 程 组 ,然后 
再 处 理 . 
一 个 数 除 以 7 余 1, 除 以 8 余 2, 除 以 9 余 4. 求 这 个 数 . 


解 ” 由 8596 二 1 (m6d7); 得 三 十 三 十 二 二 ( =4 (m6d7), 取 和 机 = 二 4( 解 


同 余 方 程 时 我 们 采用 “分 数 ”, 是 为 了 计算 的 简便 ,其 中 分 母 . 分 子 均 可 以 加 上 或 减 去 模 
的 整数 倍 ,并 可 以 约 分 ). 


由 7。9b, 三 1 (mod 8), 得 如 三 启 三 下 = 一 1 荆 7 (mod 8); 到 纪 二 7. 


由 7。86 沽 1 (aod97 得 所 = 高 = 六 = 二 =5 6 


根据 中 国 剩余 定理 ,本 题 的 解 为 x = 4X72 十 2X7X63 二 4X5X56 二 7X8x9! 
= 274 十 504l’ (1, !€ 2). 


最 小 的 正 整数 解 为 274. 

中 国 剩 余 定理 不 仅 提 供 了 解 同 余 方 程 组 的 方法 ,而 且 有 极 重要 的 理论 意义 . 

和 设 ，maz，…，， 为 两 两 互 质 的 正 整数 .证明 存在 r 个 连续 的 自然 数 , 使 
得 m; 整除 其 中 的 第 i (i = 1，2，…，r) 个 . 

解 ” 设 这 7 个 自然 数 为 

站 2 (24) 

问题 即 要 求 工 三 一 1 (modm;), 1 = 1, 2, 7 (25) 

由 中 国 剩余 定理 ,(25) 有 正 整 数 解 (在 (22) 中 取 /足够 大 , 则 xz 为 正 ). 因此 结论 
成 立 . 
连续 数 的 问题 用 中 国 剩余 定理 特别 方便 . 可 以 说 ,使 用 了 这 个 定理 ,连续 > 个 数 与 
一 个 数 实质 上 没有 什么 差别 . 
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证 明 对 任意 正 整数 ~, 存 在 ~ 个 连续 正 整 数 ,它们 都 不 是 质数 的 寡 . 

解 取 27r 个 不 同 的 质数 户 ， 思 ，…， 思 qd， …, gi, 令 m; 二 pq; (1<i<<r). 
利用 上 题 即 得 结论 . 

2 在 直角 坐标 系 中 ,一 个 整 点 (ae，b) 的 坐标 wa，2 如 果 互 质 ,就 称 为 ( 自 原点 ) 
可 见 的 (连结 原点 与 这 点 的 线段 上 没有 其 他 整 点 ). 证 明 可 见 点 之 间 存 在 任意 大 的 “ 黑 
润 ， 即 对 任 一 正 整数 &, 存 在 整 点 (ae, 0 ,使 点 (a 十 r, 5 十 5) (一 kr 之 有, 一 过 ;之 
&) 中 没有 一 个 点 是 可 见 的 . 

解 取 (2k 十 1)? 个 不 同 的 质数 p; ,一 k& 壹 i, j 三 k. 考虑 同 余 方程 组 


工 三 一 1 (mod p; ) ， 2， ;| 二 0, 土 1， ia me 
及 同 余 方程 组 
光一 (mod p; ) ， Es 了 = 0, on 了 和 士 &. 
由 孙子 定理 ,这 两 个 方程 组 都 有 解 . 设 z = a, y 一 65 为 一 组 解 .由 于 a 十 i 与 5 十 j 有 公 
因数 ps ,所 以 点 (a 十 i, 0 十 旋 是 不 可 见 的 ， 
可 以 证 明 一 个 整 点 为 可 见 点 的 概率 是 已， 
全 站 设 m, 均 大 于 1. 证 明 存在 模 m 的 一 个 缩 系 ,其 中 每 个 数 的 质 因数 都 大 
Tk 


解 设 al,as,，…, a 为 模 m 的 缩 系 ,又 设 小 于 等 于 并 且 与 m 互 质 的 质数 的 乘 
积 为 P. 对 每 个 i (1 过 i 过 ), 今 xz; 为 方程 组 


Tt; (mod 12 ) ， 
Zi 三 1] (mod P) 


的 解 . 则 zi ，zz，…，z- 是 模 m 的 缩 系 ,并 且 z; 与 m, 尸 均 互 质 ,所 以 z 的 质 因数 一 定 
大 于 5 


了 be e+ | a EF 3 pk Ep 到 字 
"rp 汪汪 ) < ot pe Wo 放 这 i 4 色泽 志 3 
; bp 习 Suh 题 We ; 1 i 站 四 § ~ »\ 


1. 什么 样 的 自然 数 n, 满 足 g(2n) 一 gp(3n)? 

2. 证 明 : 对 任意 正 整数 r 与 &, 存 在 r 个 连续 数 ,每 一 个 可 被 个 不 同 的 质数 整除 ,并 且 
这 些 质 数 不 整 除 其 余 的 7 一 1 个 数 中 任何 一 个 . 

3. 证 明 ;对 任意 正 整 数 n, 存 在 nn 个 连续 的 正 整数 ,每 一 个 都 具有 平方 因子 ( 即 被 某 个 质 
数 的 平方 整除 ). 


4. 设 pi，, ps， Eo pr 为 一 组 质数 ,证 明 : 存 在 自然 数 7 使 (1 === 1 六 人 k) 为 整数 
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17. 
18. 


的 p; 次 方 . 


了 证 明 : 7 一 ] 个 连续 数 


wy 网 守 o 


.证明 :在 ?二 1 时 ,+(22 一 1). 
. 力 为 奇 质数 ，F(na) 一 1 十 22 十 3 好 十 … 十 ( 力 一 1)722 2 .证明 :如 果 ay 0 是 (0，1,， 2，…， 


轧 一 1} 中 两 个 不 同 的 数 ,那么 f(a) 关 f(8) (mod p). 


. 力 为 奇 质数 ,7 为 整数 . 证 明 : 有 无 穷 多 个 自然 数 工 ,满足 工 三 n, Xx* 三 n, xX” 三 


有 (mod p). 


. a， 上 b 为 互 质 的 自然 数 ,证 明 : 对 任 一 自然 数 m, 等 差 数 列 & 十 砚 中 有 无 穷 多 个 与 m 


互 质 . 
1 


. 轧 为 大 于 3 的 质数 ， 齐 十 这 十 "十 To 二 一 扫 ， 其 中 a, 5 为 自然 数 ,证 明 pla. 


(pO— 1): 


. 设 训 是 使 好 三 1 (modm) 的 最 小 的 自然 数 .证 明 : 若 a" 三 1 (modm), n€ N, 则 b | nn. 
. 设 轧 为 质数 . 若 有 n EN, 满足 pp 上 (2" 一 1), 证 明 :p (2? 一 1). 
.确定 最 小 的 整数 n 宇 4, 对 于 它 , 可 以 从 任意 nn 个 不 同 整 数 中 , 选 出 4 个 不 同 的 数 


as By Cs d, 使 得 a 十 b 一 c 一 d 被 20 整除 . 


. 序列 {a,}) 定 义 如 下 : 他 1 一 1 让， Cn 十 1 是 大 于 a， 且 使 得 对 {1， 2 pe n 十 1] } 中 


的 任意 7i,， j,k( 不 一 定 不 同 ) ,ai 十 a; 天 3ak 的 最 小 整数 , 试 确定 aleeg. 


.确定 所 有 正 整 数 n, 对 于 它 , 存 在 一 个 整数 m, 使 得 2” 一 1 是 m* 十 9 的 一 个 因数 . 
.如 果 一 个 自然 数 能 表示 为 上 (1,，5EN,s 放 1) 的 形式 ,就 称 为 畴 . 证 明 ; 对 任意 自然 


数 n, 存 在 集合 A, 满 足 : 
(DD 1A|=n; 
(ii) A 的 元 素 都 是 需 ; 


(i1) 对 任意 7, rs,， ,rEA (1 一 有 < 十 1 二 Cn 十 ro 十 … 十 ri) 是 千 ， 


证 明 : 任 意 2n 一 1 个 整数 中 , 必 有 nn 个 数 ,它们 的 和 被 nn 整除 . 
证 明 ; 对 任意 自然 数 a 宇 3， 存在 无 穷 多 个 自然 数 b， pz， Sg bs … ,使 得 a”m 1 被 
bn 整除 (7 一 1， 2 
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通常 采用 十 进 制 ,即将 每 一 个 自然 数 表示 成 
ay X10"++a,i X10" 1 二.… 十 al X10 十 ao， (1) 


其 中 ai € {0, 1, 2,…, 9}, 0 过 i 之 n, 并 且 a, 关 0. 

0，1，2，…，9 称 为 数字 或 数码 . 

在 数学 竞赛 中 ,也 可 能 遇 到 二 进 制 、 三 进 制 或 其 他 进 制 . 在 二 进 制 中 ,只 有 两 个 数 
字 : 0 与 1. 在 g 进 制 中 ,有 8&g 个 数字 ,如 果 & 二 10, 就 需要 创造 几 个 数字 . 

[过 下 证 明 对 任意 的 g 二 1, 每 个 自然 数 都 可 以 唯一 地 表示 成 


ang" 十 Cig” 十 … 十 aig 十 an C2) 


的 形式 ,其 中 ai EE [人 5 Dr "ess 1 0 过 i 过 ny 并 且 a， 关 0. 
解法 一 ”对 于 固定 的 n，(2) 表 示 g 进 制 中 的 n 十 1 位 数 . 
位 数 小 于 等 于 nn 十 1 的 g 进 制 数 不 超过 


(g—1)e++(g—lDe™ 二 +… 十 (g—l1)g++(g—1)= gg" —1; (3) 


个 数 为 g" ,因为 每 个 a; 有 g 种 选择 (在 a,，a;_ 1，…， ai 均 为 0, a 不 为 0 时 ,得 到 的 
是 g 进 制 中 的 & 位 数 ), 并 且 两 个 g 进 制 数 只 要 有 一 位 数字 不 同 , 它 们 就 不 会 相同 ((3) 
表明 第 n 十 2 位 上 一 个 单位 大 于 任何 位 数 三 n 十 1 的 g 进 制 数 ). 而 由 0 至 g”" 一 1 的 整 
数 恰 好 g”"™ 个 ,所 以 每 一 个 都 可 以 表示 成 位 数 三 n 十 1 的 g 进 制 数 ,并 且 表 示 方 式 是 唯 
一 的 . 

由 于 ”为 任意 非 零 整数 ,所 以 每 一 个 自然 数 都 可 唯一 地 表示 成 (2) 的 形式 . 

解法 二 ”对 每 个 自然 数 m, 必 有 了 唯一 的 nn, 使 


nl 


由 带 余 除法 ,有 x = ang" 十 ,0 过 m 二 中 ,0 一 a 一 ga 就 是 m 的 “首位 数字 ”. 
设 g* 三 mi 二 g*" ,同样 可 得 mi 的 “首位 数字 ”ai. 依 此 类 推 ,最 后 有 mx = ang" 十 arg* 
十 … 十 ao 即 (2) 的 形式 (在 上 一 ”一 1 时 ,ao 二 … 二 awn 一 0). 与 前 面 的 解法 相同 ， 
我 们 知道 这 样 的 表达 式 是 唯一 的 . 

解法 二 给 出 了 化 十 进 制 为 g 进 制 的 方法 . 但 在 竞赛 中 , 感 兴趣 的 是 证 明 而 不 是 计 
算 , 所 以 我 们 不 想 花 费 篇 幅 来 讨论 这 类 问题 ,并 且 假 定 g 进 制 的 基本 性 质 (与 十 进 制 类 
似 ) 均 为 大 家 熟知 . 

时 ,az，…， au 为 正 整 数 , 且 满 足 方程 
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14 
,3% =6 558, (4) 
这 1 
求 {fw ,ao ，…， ai}, 这 里 的 集 理解 为 多 重 集 , 即 每 一 个 元 素 按 它 出 现 的 重 数 写 在 集合 里 . 
解 6558 = 二 2X(3 十 3 十 3 十 3 十 3 十 3 十 31), 所 以 
1 


天 平 的 两 个 托盘 上 都 可 放置 夺 码 . 要 称 出 重量 为 1， 2, …, nn 的 物体 ,至 少 
需要 多 少 个 夸 码 ? 

解 "一 1 和 1 个 硅 码 ; n 二 2, 3, 4 时 需要 两 个 夸 码 1, 3. 从 这 些 特殊 情况 
可 以 猜测 在 2 一 一 ”二 于 计时 ,需要 * 个 夸 码 ,并 且 在 一、 元 - 二 + 时, 这些 硅 码 的 
重量 必须 为 1]，3，3: ，…，3 .证明 如 下 ， 

设 奈 码 的 重量 为 wu 过 ws 县 … 过 w,, 考虑 形 如 

dl 十 dz tw 十 … 十 CD， ¢5) 

的 数 ,其 中 a € {0; 土 1), i 二 1, 2, …, s( 在 称 物体 时 ,系数 为 负 的 ww 与 物体 放 在 同一 
托盘 内 ,系数 为 正 的 w; 放 在 另 一 托盘 内 ). 

这 样 的 数 共 3: 个 ,除去 0 外 ,其 他 的 数 两 两 成 对 ( 即 a 与 一 a 组 成 一 对 ). 因此 ,其 中 


正 数 的 个 数 为 二 +. 换 句 话说 ,用 * 个 夺 码 至 多 称 出 > 二- 种 重量 . 所 以 在 > 


3 一 时 ,* 一 1 个 硅 码 是 不 够 的 ， 
如 果 TE Be (1 i 5) ,那么 (5) 就 是 一 种 三 进 制 表示 (只 不 过 通常 的 数字 为 0， 
1, 2, 现 在 改 用 一 1, 0, 1). 与 例 1 类 似 , 易 知 上 面 的 = 二 + 个 正 数 是 互 不 相同 的 整数 ， 


并 且 不 超过 3"! 十 3 十 … “十 3 十 1 = 之 元 ,所 以 它们 就 是 1， ie 


用 个 夸 码 可 以 表示 1 2 i, n(< 2 )， 


现在 设 n = 3 二 . 这 时 形 如 (5) 的 正 数 共 汪 二 = 个 ,所 以 它们 就 是 1，2，…， 


号 一 站， 最 大 的 Tw 十 cz 十 … 十 ww 等 于 n ,次 大 的 vwz 十 ws 十 "十 ws 等 于 一 1. 所 以 vw 


等 于 1. 再 小 一 些 的 重量 是 wy 十 友和 十 … 十 岂 一 1] 二 nn 一 2, 地 十 司 十 岂 ; 十 1 二 nn 一 3. 
所 以 Tz 一 3 
假定 对 于 eh 二 3 站 ,2 三 1，2,…, 上 .那么 形 如 aivtw 十 azrtwz 十 … 十 arvwn 


tn EE Ws i 1 的 数 恰好 构成 从 一 3 二 至 3 一 二 + 的 所 有 整数 . 从 而 arw 
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十 Qaztw 十 … 十 arvon 十 witi 十 …… 十 构成 从 nn 至 nn 一 (3 一 1) 的 所 有 整数 . 再 下 一 个 
十 ze 十 … 十 十 rota 十 十 Ww 一 天 一 应 等 于 n 一 (3 一 1) 一 1 = n 一 3*. 所 
以 wn 一 34. 于 是 内 = 3 站 对 i = 二 1,，2,…,s 均 成 立 . 

在 有 三 种 状态 ( 放 左 、 放 右 、 不 放 ) 时 , 宜 用 三 进 制 . 

范 ，。 德 . 瓦尔 登 (Van der Waerden，1903 一 1996) 证 明 过 一 个 著名 的 定理 :对 每 个 
,存在 一 个 自然 数 f(&) ,如 果 将 不 超过 FA) 的 自然 数 分 为 两 类 , 则 必 有 一 类 含有 一 个 
长 为 & 的 等 差 数 列 ( 见 第 49 讲 例 4). 

围绕 这 一 定理 ,产生 了 许 许 多 多 的 问题 . 

证 明 对 任意 质数 p, 从 1，2，…, 吧 一 一生 下 中 可 以 选 出 (p 一 1)" 个 数 ， 
其 中 没有 长 为 p 的 等 差 数 列 . 

解 考虑 p 进 制 中 ,位 数 小 于 等 于 nn 并且 数字 不 为 p 一 1 的 数 . 

这 样 的 数 共 有 (p 一 1)" 个 (包括 0 在 内 ). 我 们 证 明 其 中 没有 长 为 p 的 等 差 数 列 . 

设 等 差 数 列 的 首 项 为 a, 公差 为 4. d 的 右边 ( 自 低位 往 高 位 数 ) 第 一 个 非 零 数 字 为 
di, 在 pr“ 位 ( 右 数 第 k 位 ). a 的 右 数 第 & 位 数字 为 at. a 十 (i 一 1)4 的 第 位 数字 应 为 
4 十 人 一 1)du 的 个 位 数字 . 由 于 di 关 0Cmod p), 所 以 ai, a 十 di，…, di 十 (p 一 1)d, 
跑 遍 mod p 的 完 系 , 即 它们 的 个 位 数字 组 成 集合 {0, 1, …, p 一 1). 因此 ,在 第 上 位 数字 
不 为 p 一 1 时 ,不 会 有 连续 p 项 的 等 差 数 列 . 

将 所 选 的 (p 一 1)" 个 数 各 加 上 1, 在 它们 中 仍然 没有 长 为 p 的 等 差 数 列 . 这 (p 一 1)” 


个 数 均 不 超过 (p 一 2)(p 十 p" 了 十 … 十 ) 十 1 = 包 一 a 由 


i nn—2 
设 4 之 2,n 之 2. 证 明 在 1, 2, …, 24 一 J 一 1 中 可 以 取出 | 二 | 个 数 ， 


其 中 每 三 个 数 不 成 等 差 数 列 . 
解 ”考虑 (2& 一 1) 进 制 的 数 


Ul 十 azs(2d 一 1 十 … 十 a,(2d 一 1)”!， (6) 


其 中 “数字 ”a; 满足 条 件 : 
(DOZa;C<d; (a 二 +e 二 +… 二 a:=m. 
这 些 数 所 成 的 集合 记 为 Sn (Mm 一 1]，2， “nNn(d— i 


显然 S, 中 的 数 均 在 1，2，…， 人 一 六 一 1 | 中 


如 果 S 中 有 三 个 数 成 等 差 数列 , 设 它们 的 “数字 ”分 别 为 a;, af a? (1 过 i 之 .由 
于 (D，, aw 十 w< 2d 一 1, 所 以 两 个 数 相 加 时 不 会 出 现 进 位 的 情况 . 因此 ,应 当 有 


Ld / 
ui 十 Qi 二 2a'i， 
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从 而 让 2( 汪 十 生 ) = 谢 层 (7) 
但 Da + a) = 2m = 2Dar, 


所 以 (7) 中 等 号 成 立 , 从 而 a; = = wow (1 过 i 过 nn). 因此 ,5S 中 没有 三 个 数 成 等 差 
数列 . 
满足 仆 的 a 十 as(2d 一 1 十 … 十 a,(2d 一 1)"" 共 qr" 个 ,除去 0 后 还 有 d" 一 1 个 ， 


S, 有 n(d 一 1)? 个 . 因此 必 有 一 个 Sn, 它 的 元 素 个 数 之 - 和 — > 定 -. 例 5 证 毕 . 


一 1)? 
在 计算 n! 中 质数 户 的 寡 时 , 轧 进 制 也 很 有 用 . 
3 设 n 的 pp 进 制 表示 为 n = 二 arp* 十 arip* 十 … 十 Qip 十 ao, 则 nl! 中 刀 的 医 


nO— s(n) 
其 中 s(n) = 二 Tari 十 十 Qi 十 ao (9) 


是 nn 的 “数字 和 ”. 

解 在 1, 2,…, n 中 有 aip 和 十 arp 了 十 … 十 ai 个 数 是 p 的 倍数 (最 大 的 是 
axp* 十 api 十 十 qa), arp* 了 十 arip* 了 十 … 十 az 个 疡 的 倍数 ,…, ai 个 p* 的 
倍数 .所 以 在 n! 中 的 虎 指 数 应 为 

ar(p 站 十 十 一 十 1]) 十 a (Pp 十 十 1) 十 … 十 a 
他 CA “一 1) Qari ( 3 —1) QI 人 一 |) 
Wp i I 
ep en 六 一 
_ 7— s(n) 
ET (10) 
这 到 设 7 为 正 整数 , n 三 m, p 为 质数 .什么 时 候 ， ,i 


解 将 m,n 写成 p 进 制 .由 上 面 所 说 ,Pp 在 C” 二 i 中 的 次 数 为 
ns(n) m—s(m) (nim)—s(n—m) 
Pe 人 (11) 
_ Sm) sn my) SC 
光一 过 


在 p 进 制 中 , 数 mm 与 4 一 m 相 加 与 十 进 制 类 似 , 逐 位 相 加 ,着 p 进 一 . 如 果 每 一 位 
上 数字 的 和 都 不 超过 p 一 1 (不 进位 ) ,那么 sCm) 十 s(n 一 m) = 二 s(n). 只 要 有 某 一 位 数 
字 的 和 超过 一 1( 进 位 ), 就 有 sCm) 十 s(n 一 m) 放 s(n), 所 以 (11) 一 定 是 非 负 的 ,并 且 
当日 仅 当 在 p 进 制 中 ,m 与 n 一 m 相 加 时 ,各 位 数字 的 和 都 不 超过 p 一 1 时 ,p+ Cr. 
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或 者 换 一 种 说 法 : 

当 且 仅 当 在 思 进 制 中 ,m 的 各 位 数字 都 不 超过 n 的 相应 数字 时 ,p+ Cn， 

中 在 (a 十 6)" 的 展开 式 中 ,有 和 多少 个 系数 为 奇数 ? 

角 设 宛 在 二 进 制 中 的 数字 为 au ，al，…，ak. 如 果 C” 为 奇数 ,那么 m 的 相应 数 
字 忆 Ui, 如 果 a; = 1,b; 有 两 种 选择 : 0 与 ls 如 果 Qi 一 0, 那 么 b; = 0. 总 之 ,0 有 2" 
种 可 能 的 选择 . 从 而 m 的 个 数 为 2 X 2% X…X2% = 二 2, 即 恰 有 2” 个 Cw 为 奇数 . 

WW 证 明 当 且 仅 当 n 为 sp 一 1 (1 过 ;过 p) 形 的 数 时 ,Cx (0 二 m 三 n) 均 不 被 
质数 p 整除 . 

解 ” 由 例 7, C” (0 过 m 三 nn) 均 不 被 bp 整除 等 价 于 除 首 位 外 n 的 各 位 数字 均 为 p 
一 ], 即 n= sp* 一 1. 

特别 地 ， 当 且 仅 当 nn = 2 一 1 时, Cr 全 为 奇数 . 

TO 证 明 (a 十 5)" 的 展开 式 中 , 奇 、 偶 系数 的 个 数 不 相 等 . 

解 展开 式 共 有 n 十 1 项 , 其 中 奇 系数 共 2 个 . 如 果 奇 、 偶 系数 的 个 数 相等 ,那么 
7 十 1 一 2。2m ,从 而 n= 二 2 一 1] 一 2 十 2 人 0 十 … 十 1, 数 字 和 为 (0z) 十 1, 矛盾 ! 

因此 ,奇偶 系数 的 个 数 不 相 等 . 

四 在 1, 2,…, 2 一 1] 中 ,有 些 数 写成 二 进 制 时 数字 和 为 偶数 , 求 这 些 数 
的 和 |. 

解 ” 在 二 进 制 中 ,偶数 2m 的 末 位 数字 为 0; 2m 十 1 的 末 位 数字 为 1, 其 他 数字 与 
2m 相同 ,所 以 这 两 个 数 中 恰 有 一 个 数 的 数字 和 为 偶数 . 

显然 ,在 0 三 2m 二 2 时 ,2 十 2m 的 数字 和 比 2m 的 数字 和 多 1, 2 十 2m 十 1 的 数 
字 和 比 2m 十 1 的 多 1. 因此 ,4 个 数 2m, 2m 十 1，2* 十 2m，2* 十 2m 十 1 中 数字 和 为 侦 
数 的 有 两 个 ,它们 的 和 与 男 两 个 的 和 相等 . 

0, 1,，2,，3,， ,2 一]， 2, 2 十 1] ，*…，2*11 一 ] 可 以 按照 上 面 的 分 法 ,每 4 个 一 组 : 
{0, 1, 2; 1), (2, 35 9223) Ye (2 2 1} 


每 组 中 数字 和 为 偶数 的 数 相 加 等 于 4 个 数 的 和 的 去 . 因此 ,所 求 的 和 为 


去 (1 十 2 十 十 (2 一 DD) 一 202 一]) 一 和 一 2 

本 题 的 解法 很 多 . 例如 采用 归纳 法 证 明 “0, 1, 2, …, 2* 一 1 写成 二 进 制 后 ,数字 和 
为 偶数 的 数 与 数字 和 为 奇数 的 数 ,个 数 及 和 均 相 等 ”. 

奠基 是 显然 的 . 假设 命题 对 Rk 成 立 . 则 将 Qs Ts Ba 2 的 二 进 制 表示 添上 首 
位 数字 1, 便 得 到 2+, 2: 十 1,…, 2 一 1 的 二 进 制 表示 ,并且 数 字 和 为 奇 ( 偶 ) 的 现在 数 
字 和 为 偶 ( 奇 ). 从 而 在 2, 2 十 1, …，22 一 1 的 二 进 制 表示 中 ,数字 和 为 奇 的 与 为 偶 
的 个 数 相等 . 与 0, 1, 2, …, 2 一 1 相 比较 ,相应 的 (数字 和 为 奇 为 偶 的 ) 和 各 增加 2* X 
2 ,因此 在 2 ,2 十 1, …， 2 后: 一 1 的 二 进 制 表示 中 ,数字 和 为 奇数 的 数 与 数字 和 为 偶 
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数 的 数 , 两 者 个 数 及 和 均 相 等 . 从 而 命题 对 于 上 十 1 也 成 立 . 
以 下 几 题 回 到 十 进 制 . 
“证 明 2 的 每 个 正 整数 短 均 有 一 个 倍数 ,其 数字 均 不 为 0. 
解法 一 ”2|12, 2: |12. 设 已 有 2 | auacaly a; € {1, 2}, 1 之 i 之 上 (这 里 


QQ R11 "Ul 表示 数字 为 Qk CI """» Ql 的 数 ). 


在 axarai…ai 二 2X 偶数 时 , 令 axn = 2. 在 aiac…ai = 二 2X 奇数 时 , 令 axhn 二 1. 
这 时 2 | atHakatl…al， 

因此 ,2 的 每 个 正 整数 寡 2 均 有 一 个 倍数 ,其 数字 为 1 或 2( 并 且 位 数 为 人 ). 

解法 二 对 于 2 的 大 2", 任 取 它 的 一 个 倍数 一 Qamam_1"""al. 设 al, az，…，anm 中 
第 一 个 为 0 的 是 a. 由 于 2” 的 末 位 数字 非 0, 令 yi = 二 y 十 2" X10” ， 
则 yi 仍 为 2" 的 倍数 ,但 它 的 第 一 个 为 0 的 数字 已 向 左 移 , 即 出 现在 右 数 第 h 位 ,而 
h 二 上 上. 

继续 这 种 做 法 ,直至 得 到 w , 它 的 第 一 个 为 0 的 数字 不 在 ( 自 左 向 右 数 的 ) 末 位 ， 
从 而 yi 的 末 n 位 组 成 的 数 即 是 所 求 的 2" 的 倍数 . 

解法 三 考虑 2 个 k 位 数 , 其 数字 为 1 或 2. 每 两 个 的 差 不 被 2 整除 (因为 差 的 从 
右 到 左 的 第 一 个 不 为 0 的 数字 总 是 奇数 ,而 奇数 X 10” 不 被 2 整除 ) ,所 以 这 2 个 数 
mod 2 互 不 同 余 , 它 们 构成 mod 2 的 完 系 ,其 中 恰 有 一 个 是 2 的 倍数 ， 

证 明 对 任意 的 &, 均 有 一 个 2 的 正 整数 震 , 它 的 末 & 位 数字 为 1 或 2. 

解 ”由 上 例 的 第 一 或 第 三 种 解法 ,我 们 知道 存在 xE N, 使 得 2， wu 的 末 A 位 数字 

为 1 或 2. 如 果 存 在 非 负 整数 ”使 
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那么 2*™ 三 2tu (mod 10*), 即 2 和 ”的 末 A 位 数字 为 1 或 2. 

由 于 2 。x 的 末 位 数字 非 0, 所 以 (x, 5) = 1. 从 而 w 在 模 5* 的 缩 系 中 . 

如 果 g 在 模 m 的 缩 系 中 ,并 且 g" = 二 1, g,g ,，…, g”” 全 不 相同 ,那么 g 就 称 为 
模 的 原 根 . 模 m 的 缩 系 中 每 一 个 数 均 与 g 的 一 个 正 整数 短 同 余 . 可 以 证 明 当 且 仅 当 
m 二 2*，pr”，2p"(p 为 奇 质数 ,a € N) 时 , 模 m 有 原 根 . 

(12) 成 立 , 因 为 2 是 模 5* 的 原 根 ( 见 习题 12 第 3 题 ). 

”证明 对 每 个 正 整 数 ,存在 一 个 正 整数 具有 如 下 性 质 : 

(i) 恰 有 位 数字 ; 

(ii) 数字 均 不 为 0; 

Giii) 被 它 的 数字 和 整除 . 

解 ” 先 从 简单 情况 做 起 . 

n 二 3 时, 111 就 是 合乎 要 求 的 数 . 
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设 在 nn == 3' 时 ,11…1 合乎 要 求 , 则 在 nn == 3‘+! 时 ， 
3 个 1 
11%%1 = 11…1 X (10”3 十 103 十 1) 
3 个 1 3! 个 1 


锌 3 X3 一 3” 整除 .所 以 对 一 切 自然 数 ”= 3',11…] 合乎 要 求 . 


3 个 1 
对 于 3 一 7 一 2X3:, 令 & 王 3 六 三 17 一人， h<2X3—3 二 名 数 
$s = 11.*] 99...9 88...8 


个] (hh) 个 9 A 个 8 


的 数字 和 是 % ,位 数 是 ”并且 = (10* 十 8) Xx 11… 11…1 被 9 Xk 整除 . 


对 于 2X3 志 nn 二 3 , 邻 k= 二 2 Se 则 仍 有 二 ,上面 的 ;仍然 满足 
要 求 : (10 +8) X111 = (10:+8) Xx 11.1 X (10 十 1) 
4 个 1 3! 个 1 
被 2X9X3: 整 除 . 
本 题 还 有 其 他 解法 . 但 上 面 的 解 采用 直接 构造 的 方法 ,显得 简洁 明了 . 
1 本 设 ao, ai, as,，… 为 非 负 整数 的 递增 序列 ,使 得 每 个 非 负 整数 可 以 唯一 地 
表示 成 Ci 下 2a, 十 4a 的 形式 ,这 里 i， Jj， k 不 一 定 不 同 . 试 确定 Q1 998. 
解 显然 ao = 0, ai = 1. 如 果 已 有 ao，, ai,， …，a,, 那 么 ah 将 是 第 一 个 不 能 表示 
成 a; 二 2a; 十 4ak (i， J,kE (0， Ls 的 自然 数 . 因此 a 被 ao， dl» ”9 Cn 唯一 
确定 . 所 以 {a,} 如 果 存 在 只 有 一 种 . 
下 面 证 明 合 乎 要 求 的 {a, } 的 确 存 在 . 
将 每 一 自然 数 n 表示 为 二 进 制 : 
=== 7 ® 十 dd, ,1 . -i 十 … 十 以 | 2 十 d,,o， 
考虑 数列 as 一 0， 
dn = Pr» 沪 ® 84 ee . Oe 十 ，…。 + dd 1 . 8 -Pa bs 0 


其 趾 动 7 站 (5 O02 六 入 dw= 1 
每 个 自然 数 m 都 可 以 唯一 地 表示 成 八进制 : 


m 二 ce。8 十 cl。8 一 十 … 十 cl。8 十 co， 


其 中 Cr € {0， 1， eb ， ;各 Qe CS 
而 每 个 二 {0， 1，…， 7} 可 以 唯一 地 表示 成 


c = di 2d; 十 4du， ds， cj， au € {0, he (14) 
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所 以 每 一 个 非 负 整数 m 可 以 表示 成 
m = Qi 十 2ai 十 4a CL5D 
的 形式 ,其 中 a;, a;, ar 都 由 (13) 确 定 , 并 且 它 们 的 系数 di ，d;，dw 由 (14) 确 定 . 
另 一 方面 ,如 果 有 (15) 式 成 立 ,其 中 a;, a),，as 是 (13) 形 的 数 ,那么 m 在 八进制 中 
的 系数 唯一 确定 . 由 八进制 的 唯一 性 可 知 每 个 非 负 整数 m 可 以 唯一 地 表示 成 (15). 
因此 上 面 的 {a, } 就 是 满足 要 求 的 唯一 数列 . 
特别 地 ， 


1 998 二 2 十 2 十 2 十 2 十 2 十 2 十 2 十 21， 
所 以 ae 二 80 十 8 十 8 十 87 十 8 十 8 十 8 十 81. 

本 题 a, 的 表达 式 , 需 要 先 逐 步 写 出 ca, as 等 ,达到 一 定数 量 后 才 多 六 现 一 旦 发 现 
规律 ,证 明 并 无 太 大 困难 . 这 是 颇 为 有 趣 的 探索 过 程 . 


1. 设 2n 枚 棋子 分 成 两 堆 . 将 某 一 扒 中 3 (R 三 0) 枚 棋子 放 到 另 一 堆 中 , 称 为 一 次 调 


整 ”. 证 明 可 以 经 过 有 限 多 次 调整 ,每 次 调整 的 数 互 不 相同 ,使 两 堆 棋子 数 变 为 相等 . 
2 设 Q， bp, n 均 大 于 1. 在 a 进 制 中 ， 


A = THT To As = Tral"To. 
在 b 进 制 中 ， 
1 Ds 
其 中 罗素 0 Tn—l 天 0. 证 明 当 且 仅 当 a 二 关 时 ， 
A i 了 
A 


3. 证 明 使 24 二 1(mod 5) 成 立 的 最 小 的 正 整 数 d 二 4X 5 1, 从 而 2，2?，23， 
24xs"” 模 5* 互 不 同 余 . 
4. 思 为 质数 . 设 正 数 a, 5 的 思 进 制 表 示 分 别 为 


a = Qap!: 十 … 二 arp 十 ao，b0 二 bp* 十 … 十 ip 十 bo， 
站 中 训 s 5 (0 1 二， 玫 一 1}, 0 入 2 证 明 
Cs = CC Co Ca (mod p). 
5S， 设 正 无 理 数 zi ，zz，za 的 和 为 1. 如 果 每 个 x; 二 1/2, 则 称 这 三 个 数 为 均衡 的 . 如 果 


13. 
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不 均衡 , 设 工 ) 二 1/2, 令 厂 一 2zi 一 1， zi 一 2zf( 尖 力 . 问 ; 是否 总 能 经 过 有 限 多 次 
这 样 的 调整 ,将 它们 变 为 均衡 的 ? 


. 二进制 中 ,数字 1 的 个 数 为 偶数 的 数 称 为 魔 数 . 求 前 1 991 个 魔 数 的 和 . 
.自然 数 A 的 十 进 制 表 示 为 anal…ao. 令 FA) 一 22Xao 十 2 一 Xal 十 … 十 2c，， 


0 记 Al = f(A), Ain f(A.,) (1 es 1 分 “…), 
(a) 证 明 必 有 自然 数 衣 ,使 Al 一 Al. 
(b) 若 A I 19” 求 A 


. 是 否 有 一 个 公差 为 10 000 的 等 差 数 列 , 各 项 为 正 整 数 ,严格 递增 ,并 且 各 项 的 数字 和 


也 严格 递增 ? 


. 是 否 有 一 个 无 穷 的 等 差 数 列 , 各 项 为 正 整数 ,严格 递增 ,并 且 各 项 的 数字 和 也 严格 


递增 ? 


， 能 否 选取 2 000 个 不 同 的 正 整数 ,都 不 大 于 105 ,而 且 其 中 没有 3 个 数 成 等 差 数 列 ? 
.是 否 存 在 具有 如 下 性 质 的 自然 数 n: n 的 数字 和 等 于 1 000, 而 nm 的 数字 和 等 于 


1 0002? 


. 证明 有 无 穷 多 对 平方 数 a,b 满足 : 


(1) a,b 用 十 进 制 表 示 时 位 数 相同 ; 

Gii) 将 5 的 十 进 制 表 示 写 在 a 的 十 进 制 表示 后 ,恰好 构成 一 个 平方 数 . 

已 给 n(n 宇 3) 个 自然 数 ; 证 明 存 在 一 个 首 项 不 大 于 公差 的 等 差 数 列 , 恰 含 3 个 或 
4 个 已 给 的 数 . 
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第 13 讲 不 定 方 程 ( 一 ) 


未 知 数 的 个 数 多 于 方程 个 数 的 方程 (组 ) 称 为 不 定 方程 . 例如 
ry = 才刚 

就 是 一 个 (三 元 二 次 ) 不 定 方程 . 

对 于 不 定 方程 ,通常 只 讨论 它 的 整数 解 或 正 整 数 解 . (3，4，5) 即 工 王 3，?y 王 4， 
z 二 5, 就 是 (1) 的 一 组 解 . 

不 定 方程 的 问题 ,可 以 分 为 三 个 层次 : 

(iD) 是 否 有 解 ? 

(ii) (有 解 时 ) 有 多 少 解 ? 解数 是 有 限 还 是 无 穷 ? 

(iii) 求 出 全 部 解 . 


在 数学 竞赛 中 ,处 理 不 定 方程 的 手段 有 : 

(i) 代数 式 的 恒 等 变形 ,特别 是 代数 式 的 因 式 分 解 . 

(ii) 估计 . 

(iii) 同 余 ( 包 括 奇偶 分 析 )， 

(iv) 无 穷 递 降 法 . 

(v) 其 他 . ~ 

六 昌 ” 求 方程 

3zxy 十 2 和 交 一 4z 一 3y 一 12 王 0 《2 

的 整数 解 . 


解 ” 将 (2) 变 形 为 
(3 2Yy— a) (Y= 《3 


用 待定 系数 法 不 难 定 出 a 一 地, 6b 一 号 ,从 而 < = 车 .于 是 (2) ，(3) 等 价 于 


(9z 十 6y 一 1)(3y 一 4) = 112. (4) 
考虑 112 的 种 种 分 解 ,得 
i|6y 一 了 二 土 ly 圭 ; 士 各 土 刀 士 16， 土 15 士 145 土 283 士 56, 主 1123 
3 一 4 一 士 112, 士 56, 土 28, 士 14， 士 7, 士 16， 士 8， 士 4， 士 2， 土 1. 
注意 9z 十 6y 被 3 整除 ,所 以 只 和 需 考虑 
obi 。 多 
,RR 
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共 得 十 组 解 
X= 一 3 一 一 
和 一 一 0 冯 05 一 必 。 一 ,一 和 法， 贡 区 2 
时 求 不 定 方程 
Xx 一 5ry 十 6y 一 3x 十 5y 一 25 二 0 《0 
的 整数 解 ， 
解 (5) 可 变形 为 ” (x 一 2y 十 (zx 一 3y 一 4) = 21. (6) 
从 而 ey = le Baty 
到 一 39 一 4 一 二 25 十 和 二 和 十 二 
从 而 T=—50, 28, 4 一 26, 一 16, 一 6,，50,， 一 72; 


一 一 25， EL5 一 二 一 9， el 15, — 25. 


例 1、 例 2 中 的 方程 都 是 双 曲 型 的 二 次 方程 . 将 常数 项 适当 变更 后 ,左边 可 以 在 实 
数 域 上 分 解 为 两 个 一 次 式 的 乘积 . 如 果 两 个 一 次 式 的 系数 都 是 有 理 数 , 即 分 解 是 在 有 理 
数 域 上 进行 的 ,那么 就 可 以 用 上 面 的 方法 求 出 方程 的 全 部 整数 解 . 如 果 左 边 的 二 次 式 
(改变 常数 后 ) 只 能 在 实数 域 上 分 解 ,不 能 在 有 理 数 域 上 分 解 , 那 么 该 方程 可 以 化 为 后 面 
形 如 (22) 的 沛 尔 (J. Pell，1610 一 1685) 方 程 . 


汝 区 y 求 方程 
zz 一 12z 十 办 十 2 一 0 
的 整数 解 . 
解 (7) 可 变形 为 (zx—6):++y = 34. (8) 


从 而 y € {0, 1, 4,，9,，16,，25). 易 知 只 有 y = 9 或 25 时 ,34 一 y? 为 平方 数 , 从 而 
(zx 一 6)* 二 34 一 9 二 25 或 9. 易 解 得 

并 一 1]1， Ls Ts 1 9， SS 9， 3; 

ee 3 3, 一 3,， 一 3， bs 5， 一 5, 一 5. 


(7) 是 椭圆 型 方程 , 它 可 以 化 为 (8). 这 种 方程 可 以 采用 估计 法 得 出 有 关 的 界 , 从 而 
只 有 有 限 多 组 解 ,并 不 难 用 枚 举 的 方法 逐一 求 出 . 


i 忆 国 求 方程 ”14zx? 一 24zy 十 21 交 十 4z 一 12y 一 18 一 0 (9) 
的 整数 解 . 

解 (9) 可 变形 为 ”2(x 一 3y 十 1)? 十 3(2zx 一 y)? 一 20， (10) 
从 而 3(27— y)’ < 20. (11) 
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由 于 (2z 一 y): 是 整数 的 平方 ,由 (11) 式 导出 (2z 一 >) € (0, 1, 44). 
易 知 只 有 (2x 一 y)? 一 4 时 ,2 一 3C2 红 一 好- 也 是 平方 数 . 所 以 2z 一 y 一 士 2,z 一 3 十 


1 = 土 2. 从 而 1y = 

皮革 求 方程 3z2 十 7zxy 一 2z 一 5y 一 35 一 0 (12) 
的 正 整数 解 . 

解 (12) 虽 然 是 双 曲 型 方程 ,但 只 要 求 正 整数 解 . 由 于 二 次 项 3x? 十 7xy 系数 全 非 
负 ,仍然 可 以 采用 估计 的 方法 . 


显然 ,yy 必须 有 界 ,否则 zx 或 y 趋 于 十 ce 时 , 3z 十 7zy 将 使 (12) 的 左边 趋 于 
十 co, 精确 一 点 ,在 工 宇 3 时 , 3zz 十 7zy 一 2z 一 5y 一 35 之 9z 十 217 一 2z 一 5 一 39 之 
7.3 十 16 .1 一 35 二 0. 所 以 z 一 1 或 2. 

代 人 (12) 得 出 y= 二 17 或 3. 


也 如 ” 求 方程 Tt 十 十 z' = 二 2T2y 十 2yz 十 2 十 24 (13) 
的 所 有 整数 解 . 
解 (13) 可 变形 为 
(ZX 十 y 十 z)(zx 十 y 一 2z)(z 一 y 十 z)(z 一 y 一 2) 一 24. (14) 


(14) 左 边 四 个 因 式 的 奇偶 性 相同 . 如 果 全 为 奇数 ,那么 左边 为 奇数 ;如 果 全 为 偶数 ,那么 
左边 被 16 整除 . 由 于 (14) 的 右边 是 偶数 24, 不 被 16 整除 ,所 以 本 题 无 解 . 
例 了 | 求 大 于 1 的 整数 m， n, 上 ,使 


11 十 21 十 31 十 … 十 ml = 地， (15) 


解 记 flm) ==1! 十 21 十 … 十 ml. 在 m 这 1 时 ,flm) 被 3 整除 ,所 以 3|n. 
对 于 m 宇 9, 3 | ml. 而 f(8) = 46 233 不 被 3 整除 ,所 以 在 m 宇 8 时 ,k= 二 2. 
容易 验证 m 三 6 时 ,3; + f(m). f(7) 虽 被 3 整除 ,但 不 是 自然 数 的 (指数 大 于 1 
的 ) 寡 , 所 以 不 论 m 的 值 如 何 , 恒 有 三 2. 
对 于 加 之 4,， 5 | ml. 所 以 在 m 宇 4 时 , flm) 三 f(4) 寺 3(mod 5). 
从 而 flm) 不 是 平方 数 (平方 数 除 以 5 余 0, 1 或 4). 于 是 闷 和 3. 
至 此 ,不 难得 出 (m, n, &) 二 3， 3, 2) 是 唯一 的 解 . 
从 例 6. 例 7 可 以 看 出 解 不 定 方程 往往 需要 将 几 种 方法 结合 起 来 使 用 . 
哎 必 〗 求 不 定 方程 


zi 十 Ty 十 Xxy?: 十 = 二 8(z: 十 ZXy 十 六 十 1) (16) 
的 所 有 整数 解 . 
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解 (16) 可 变形 为 
(十)(X 十 y 一 8) = 8(xy 十 1)， (17) 
从 而 易 知 x，y 必须 有 相同 的 奇偶 性 , z 十 y 一 8 是 偶数 
车 zx 十 y 一 8 之 6; 则 2 十 之 必 才 池 之 和 > 4 


(天 十 YY)(Cz 十 y 一 8) 二 6(z2 十 并 ) 过 20z +y) 二 8ry > 8 8ry. 


若 Z 十 y 一 8 过 一 4, 则 (z2 十 2)(z 十 y 一 8) 委 一 4(z 十 吧 ) 委 8zy 一 8zy 十 8. 

若 Zz 十 y 一 8 一 4, 则 由 (17) 得 (z 一 y): 一 2, 这 方程 无 整数 解 . 

在 十 > 一 8 = 一 2, 则 由 (17) 得 xz 十 y = 一 4zy 十 4. 从 而 解 出 (x,y) 一 (2，8) 或 
CB, 2 

阁 工 十 y 一 8 二 0, 则 8zy 十 8 == 0, 这 时 方程 无 解 . 

若 工 十 y 一 8 = 一 2, 则 袜 十 闪 十 4zy 十 4 一 0, 从 而 z 十 y 王 6，zy 一 一 20, 这 时 方 
程 也 无 整数 解 . 

因此 本 题 的 解 为 (z，y) = 二 (2, 8) 或 (8，2). 

[8 求 出 满足 | 12” 一 5 | 一 7 (18) 
的 全 部 正 整数 m,nn. 

解 ” 如 果 5 一 12” = 7, 两边 mod 4 得 1 三 3(mod4), 这 不 可 能 ! 

如 果 12”" 一 5" 二 7, 而 m, n 中 有 一 个 大 于 1, 那么 另 一 个 也 大 于 1. 两 边 mod 3 得 一 
(一 1)" 三 1(mod 3), 所 以 nn 为 奇数 .两边 mod 8 得 


"=— ltmods8). (19) 


由 于 5 三 1(mod 8), 而 n 为 奇数 , 由 (19) 导 出 一 5 三 一 1(mod 8), 矛盾 ! 

所 以 mm = 1, n = 二 1 是 唯一 的 解 . 

在 解 不 定 方 程 时 ,常常 需要 分 情况 进行 讨论 ( 枚 举 法 ) ,也 常常 利用 同 余 ( 包 括 奇偶 
性 分 析 ) 导 出 一 些 性 质 ( 特 别 是 指数 的 性 质 ) 或 矛盾 ( 反 证 法 ). 

如 果 一 个 不 定 方程 有 整数 解 ,那么 : (iD 这 方程 必 有 实数 解 ; (ii) 对 任意 的 自然 数 
m, 这 方程 mod m 后 有 解 . 所 以 (i)， 《iD 是 不 定 方程 有 解 的 必要 条 件 (因此 可 用 它 它们 来 
判定 方程 无 整数 解 ) ,但 并 不 是 充分 条 件 . 

是 试 举 一 个 zx，y 的 整 系数 多 项 式 下 (z，y)( 尽 可 能 简单 ) , 使 不 定 方程 
Flz, 四 = _ 0 满足 上 面 的 GD) 与 (ii) ,但 FCz，y) = 0 无 整数 解 . 

解 ” F(x, y) = 二 (2x 一 1)(3y 一 1) 就 是 一 个 合乎 要 求 的 例子 . 事实 上 ， 


(2z 一 1)(3y 一 1) = 0 (20) 
的 全 部 解 为 x = 二 1/2, y 为 任意 实数 或 x 为 任意 实数 ,y = 1/3. 
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对 任意 自然 数 m, 设 m = 二 2:r ,7 为 奇数 , 则 


(27— 1)(3y— 1) = 0(mod m) (21) 


es 上 
ll 


注 ”对 很 多 种 不 定 方程 , (i )，( 让 ) 也 是 方程 有 解 的 充分 条 件 . 这 称 为 哈 塞 (HL. 
Hasse，、，1898 一 1979) 原理 . 


形 如 rz:—dy’: 一 十 1 (22) 
的 方程 称 为 沛 尔 方程 ,其 中 4 为 正 整数 ,并 且 不 含 平方 因子 ( 即 任何 大 于 1 的 平方 数 不 
整除 d). 

"过 于 和 证 明 在 a 为 非 零 整数 时 ， 


(a) 方程 
z2 一 az 办 一 1 (23) 
只 有 平凡 的 整数 解 x = 土 1,y = 0, 方 程 
z2 —a’y 一 一 1 (24) 


仅 在 a = 土 1 时 有 整数 解 , 解 为 zx = 0, y = 土 1. 
(b) 存在 无 穷 多 个 非 平方 数 d 二 0, 使 方程 
好 一 页 一] (25) 


无 整数 解 . 
解 〈23) 的 左边 可 以 分 解 为 (z 十 ay)(z 一 ay), 从 而 导出 zx 十 ay =x 一 ay 二 1 或 
一 1,， 工 = 十 1, y 二 0. 同样 可 得 关于 (24) 的 结论 . 
在 d 三 一 1(mod4) 时 , zx* 一 dy’ 三 Zz 十 yy 三 0, 1, 2(mod4), 所 以 这 时 (25) 无 解 . 
与 (25) 不 同 , 在 正 整 数 a 为 非 平方 数 时 ,方程 
TT—dy:=]1 £ (26) 
有 无 穷 多 组 整数 解 . 为 了 证 明 这 一 结论 , 先 看 例 12. 
DB 对 任 一 非 平方 数 d>0, 存在 无 穷 多 对 自然 数 *， + 及 一 个 绝对 值 小 于 2V 了 


十 1 的 整数 ,使 fF —d’ =ms (27) 
并 且 每 两 对 (*， t)» (3 ， ¢) mod Im| 同 余 , 即 
ss, t=t (mod | m |). (28) 


解 ” 由 习题 13 第 11 题 ,有 无 穷 多 对 ;, 1, 使 
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leva—s|<i. (29) 


这 时 s<id+o <ivdtl. 
所 以 

[= | (<3 二 Il) <2Vatl. 
根据 抽 居 原理 ,其 中 必 有 无穷 多 对 s, 上 使 (27) 成 立 , 其 中 | 和 | 一 2vVZ 十 1. 


将 满足 (27) 的 (s, zi 按照 mod |m | 分 为 m? 类 , 必 有 一 类 有 无 穷 多 个 . 这 类 中 的 
(s, 2) 满 足 例 12 中 所 有 要 求 . 令 


7 一 一 ct st st (30) 
nm nm 
由 (27),，(28) 即 知 zx，y 都 是 整数 并 且 是 (26) 的 解 . 
例 13 设 (26) 的 正 整 数 解 (x，y) 中 ， r+vdy 的 最 小 值 为 x) 十 Vdyi , 则 
Ee 广 ((z oo 
j i 1 (31) 
藏 .到 2 ™ 十 Vdyi) 一 (zl 一 Vdyi)")， 
给 出 (26) 的 全 部 正 整数 解 ， 
解 (31) 中 的 这 my Vn 显然 是 解 . 
设 zx ,>y 是 (26) 的 正 整数 解 , 则 有 ”使 
(zl 十 Vayi) 一 十 Vdy 过 (zi 十 Vdyi)n"， (32) 
从 而 1 <(rx 十 Vdy )(Czi 一 Vdyi) 去 Zi 十 Vdyi， (33) 


但 (z 十 Vdy )(zi 一 Ydym 呈 一 (z 十 VMdy')(z， 一 Vay，) = 十 Vdy "(其 中 x = 
TT dy yy yy 一 Dr 一 yiz) ,与 地 一 Vdy = (zx —Vdy')(zi 二 Vdy1)""! 相 
乘 得 1, 所 以 整数 x , y 也 是 (26) 的 解 . (33) 即 


l=<x +vdy < +tvVady, (34) 


所 以 十 Vdy >1> 必 一 Vdy 二 0, 从 而 之 , y 都 是 正 整数 .根据 zi 十 Vdy'i 的 最 小 
性 ,(34) 中 等 式 成 立 .于 是 x = zy = . 这 时 (32) 中 等 式 成 立 ， 


x 二 Vdy’ (Xi 二 Vdy1)". 
由 此 即 得 z = mm，y = y,. 
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由 (31) 可 以 看 出 x,，y, 都 是 二 阶 线性 递 推 数 列 ( 参 见 第 22 讲 ) ,并 且 递 推 关系 为 


Ee pe ee ny 
(35) 
di 2X1 Yn Yn—2。 


同样 ,在 方程 zi 一 dy 一 一 ] (36) 


有 人 解 时 , 设 zi 十 Vdy'1 为 最 小 解 ( 即 正 整 数 解 中 , (x1， yi) 使 + 十 Vdy 取 最 小 值 ), 则 它 的 
全 部 正 整 数 解 由 


Pe 序 ((z pe PN DY 
加 一 3 人 全 全 (37) 
a a Fa pn ty, 
给 出 . 因而 递 推 关系 为 sb = 2(2zx1 十 1) x i 一 Xn—29 


Vn 3 2(2xzi 到 本 到 一 yn 一 2 。 (38 ) 


沛 尔 方程 的 主要 理论 (出 现在 竞赛 中 的 ) 就 是 这 些 . 它 的 应 用 非常 之 广 . 
EPZ 证 明 有 无 穷 多 个 自然 数 ,使 /2n 的 整数 部 分 [V2n] 为 平方 数 . 
解 方程 过 一 六 二 二 (39) 
有 正 整 数 解 (1，1) ,因而 有 无 穷 多 组 正 整 数 解 . 对 (39) 的 任 一 组 正 整数 解 有 
277Yy = x 二 x 
从 而 z2 V2ry r+]1, 
令 n = 二 zy; 则 [WY2nj] = zz 
开 硬 证 明 方程 s 一 152 一 1 (40) 
的 解 中 ,i 决 不 会 为 3*，。5” (u,vE NN) 的 形式 . 
解 (40) 有 人 解 (1, 0), (4, 1) ,并 且 解 的 后 一 坐标 六 满足 递 推 关 系 
t»n 二 2 X44t iC—t2s7= Os SH ys 
to = 0,ti = [te 


将 {t,}mod 3,，mod 7 得 下 表 


n i 

mod3)|0 1—1 0 1—101 

imod7)|0 1 10—-1—101 
从 第 二 行 可 以 看 出 {t, (mod 3)} 是 周期 数列 ,周期 为 3, 并 且 31i,S31n. 从 第 三 行 可 以 看 
出 {6 (mod 7)) 也 是 周期 数列 ,周期 为 6, 并 且 7 | +, 人 S3 | n. 于 是 3 | 人 S7 | .从 而 被 3 
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整除 的 总 必 被 7 整除 , 忆 不 可 能 为 3*。57 的 形式 . 
号 村 号 求 方程 5 一 3 一 2 (41) 
的 全 部 正 整数 解 . 
解法 一 ” (1, 1) 显然 是 (41) 的 解 . 我 们 证 明 它 仅 有 这 一 组 正 整 数 解 . 
设 zx，y 不 全 为 1, 则 x, y 全 不 为 1. 在 (41) 中 两 边 mod 4 得 
1—(—1) = 2(mod 4)， 
所 以 > 为 奇数 2v 十 1 (二 0). 在 (41) 中 两 边 mod 9 得 
5* = 2(mod 9)， (42) 


由 此 易 知 x 二 6k 十 5. 最 后 将 (41) 两 边 mod 7, 这 时 3 二 3, 一 1, 一 2(mod7).， 
而 在 z= 二 6k 十 5 时 , 5 == 2(mod 7). 所 以 在 y 二 1 时 , (41) 不 成 立 . 
解法 二 (41) 两 边 mod 4 得 y= 2v 十 1 后 ,mod3 得 zx = 2u 十 1, u 证 0. 将 (41) 变 
形 为 5 。3> 一 32 十 2 。37 ， 
配方 得 5=。3? 十 1 一 (3* 十 1)2. 
从 而 (3” 十 1，5*。3") 是 沛 尔 方 程 
一 151 一 1] 


的 正 整数 解 . 根据 上 例 ,必须 或 v 为 0, 即 (41) 只 有 = y= 1 这 一 组 解 . 


习 题 13 


1. 若 m, 7 遍及 所 有 的 正 整 数 , 求 | 12" 一 5" | 的 最 小 值 . 

2. 点 正在 凸 四 边 形 ABCD 内 部 . 人 EAB,， 八 EBC 与 人 ECD 的 边 长 都 是 整数 ,并 且 周 
长 与 面积 在 数值 上 相等 ,三 个 面积 互 不 相同 .求人 EDA 的 面积 . 

. 求 方 程 ryz 一 4(z 十 y 十 z) 的 正 整 数 解 . 

证 明 z1。y! 二 z1 有 无 穷 多 组 整数 解 . 

求 | 2: 一 3 | 一 1 的 正 整数 解 . 

. 设 户 为 质数 ,证明 无 正 整 数 1， m,n 使 1 二 3 二 二 mm 一 py 

， 求 两 条 直角 边 为 连续 整数 的 勾 股 三 角形 

. 证 明 对 十 好 十 好 一 7z3 一 0 无 正 整 数 解 . 


nn 宇 2 名 选手 参加 历时 下 天 的 竞赛 . 每 一 天 各 选手 的 得 分 互 不 相同 ,并 且 均 在 {1， 
2 i n}) 中， 比赛 结束 时 ,每 人 均 得 26 分 . 求 民 与 nn. 


oN a mw 
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10. 


11. 


12. 
13. 
14. 
15. 
16. 


17. 
18. 


任 给 一 自然 数 n, 是 否 存 在 自然 数 m, 使 得 方程 一 z' 二 m 至少 有 nn 组 不 同 的 整数 
解 ( 工 ， VY， 之， ti) (x, yy， 之 ， t 均 大 于 a 


自然 数 d 不 是 平方 数 . 证 明 有 无 穷 多 对 自然 数 1， 5s, 使 | :VI 一 s << 二. 


证 明 曲 线 交 二 Xx’ 十 TX? 上 有 无 穷 多 个 有 理 点 . 

求 方程 zol 一 YY 一 Tyz 十 2241 的 正 整数 解 工 y，z, 1, 其 中 zz 二 5。22 ,7 三 2. 
求 所 有 的 正 整 数 工 ，y, 使 得 工 十 十 zx 二 xyz，, 这 里 zz 是 TX， yy 的 最 大 公约 数 , 
证 明 方 程 吉 十 十 x 十 下 二 1999 有 无 穷 多 组 整数 解 . 

求 所 有 三 元 自然 数组 (T，y，z) ,使 得 y 为 质数 ,z 不 是 3 和 yy 的 倍数 ,并 且 x 一 yi 
= 

求 所 有 整数 数 对 ( 工 ，y) ,使 得 ZT? = 二 十 2y 十 1. 

求 所 有 的 正 整 数 对 (zz，y) ,使 得 一 王 zx. 


第 14 讲 不 定 方程 (二 ) 


三 条 边 的 长 均 为 整数 的 直角 三 角形 称 为 勾 股 三 角形 . 它 的 边 长 是 方程 
六 十 说 一 好 (1) 
的 正 整数 解 , 称 为 勾 股 数 . (3，4，5) 就 是 一 组 勾 股 数 ， 
2 求 方程 (1) 的 正 整数 解 . 
解 ” 首 先 注 意 zx, y, xz 中 ,如 果 (x, y) = 4d > 1, 那么 (1) 的 左边 被 d? 整除 ,因而 
4 |,，d|z. 可 以 令 工 = rid, y= yd，, z= zid, 化 方程 (1) 为 方程 
Ti 二 y= 2， (1’) 
其 中 (zi, y1) = 1. (xz, zx) 二 1 或 (y, z) 二 1 的 情况 与 此 类 似 . 所 以 ,我 们 不 妨 假定 x， 
y，z 两 两 互 质 . 


X，y 不 全 为 偶数 . 不 妨 设 y 为 奇数 . 由 于 yy 圭 1(mod4), z? 二 0 或 1(mod4), 所 以 
必须 x* 二 0(mod 4), zx? 三 1(mod 4), 即 xz 为 偶数 ,z 为 奇数 .从 而 


(zy, z—y) = (zy, 2z) = 2(z+y, z) = 2(y, z) = 2. (2) 
由 (1) 得 
7 = (zy)(z— y). (3) 
结合 (2) 式 (并 根据 唯一 分 解 定 理 ) 得 
十 :3 = 2u:5 (4) 
yy 2 (5) 
T= 2uw, (u,v)=1. (6) 
从 而 
y= —, (7) 
z= 二 ww 十 光 . (8) 
由 于 y 为 奇数 ,u,v 一 奇 一 偶 , 因 此 ,(1) 的 全 部 正 整 数 解 为 (+, y 的 顺序 不 加 区 别 ) 
并 一 Zwvd，(u,， mu) 二 1, u,v 一 奇 一 偶 ， (9) 
y= (uw — Vd, (10) 
z= (w+ )d. (11) 


注 例 1 中 的 一 些 技 术 ,如 先 假定 +,，y, z 两 两 互 质 , 模 4( 或 模 其 他 的 自然 数 ) ,分 
解 , 定 出 十 y, z 一 y 的 最 大 公约 数 ( 即 (2) 式 ) 等 都 是 经 常 使 用 的 . 下 面 不 再 一 一 详细 
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写 出 . 
例 1 的 结果 有 很 多 应 用 . 
也 吕 求 方程 
zy = x (12) 
的 正 整 数 解 ,其 中 (x, y) = 1, 并 且 z 为 偶数 . 
解 ” 由 例 1 的 结果 ， 


工 一 2uw, (u, v) 一 1， (6) 
y= WC— 人 Vv， (7) 
2 =w 二 vi. (13) 
对 方程 (13) 再 次 援引 上 述 结果 得 
wu 二 a 一 或 2ab, (a, 5b) 二 1， (14) 
VU 二 2ab 或 a 一 纺 ， (15) 
z 二 a 十 以. (16) 
所 以 (12) 的 正 整数 解 为 r= 4ab(a2 —b), 
y=|a'+b—6ab |， 
zz 一 好 十 好， 
其 中 a 盖 2 二 0，(a, 5) 一 1 ,并且 a, 5 一 奇 一 偶 . 
费 马 在 证 明 方程 
z=-24 LT 
无 正 整数 解 时 ,利用 了 例 1 的 结果 . 
[ 甩 蝇 8 证 明 方 程 
rz 二 y= 二 (18) 
无 正 整 数 解 . 


解 ” 与 例 1 类 似 , 如 果 (zx， 沪 二 d 之 1, 那么 4|z, 可 以 用 dx， cy1， d’ zi 代替 z， 
YY， 之 所 以 不 妨 设 Cy y) 一 |. 
由 例 1( 我 们 设 z 为 偶数 )， 


0 (19) 
光一 太一 这 ， . (20) 
zz 二 Ww 十 江 . (21) 
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(20) 即 V+y = w. (22) 


由 (x, y) = 1 得 (v, y) = 1, 并 且 ( 见 例 1)v, y 一 奇 一 偶 ,y 为 奇数 (r+，y 一 奇 一 
偶 ), 所 以 wv 为 偶数 . 再 一 次 利用 例 1 的 结论 ,得 


v= 24, (s, 1) = 1, (23) 
y= (24) 
uu 二 5 十 二 ， 《25) 
由 (19)，(23) 得 
一 1 一 (26) 
所 以 u，s, t 都 是 平方 数 , 设 = 二 mw ,ss 二 ,t= 二 d?, 代 入 (25) 得 
c+d'=m’, (27) 


显然 mm 三 wu 二 xz. 
这 样 ,从 (18) 的 一 组 正 整 数 解 (t+，y, z) 可 以 导出 它 的 男 一 组 正 整 数 解 (c,d, m) ,其 
中 到 二 z. 同 理 ,从 (c,d, m) 又 可 以 导出 正 整 数 解 (c ,4d ,m), 其 中 二 m. 这 一 过 程 可 以 
无 穷 地 继续 下 去 (因此 费 马 称 这 种 方法 为 无 穷 递 降 法 ). 但 另 一 方面 ,小 于 xz 的 正 整数 却 只 
有 有 限 多 个 ,所 以 上 述 过 程 不 可 能 无 限制 地 继续 下 去 . 这 一 矛盾 说 明 (18) 没 有 正 整 数 解 . 
由 (18) 无 正 整 数 解 立即 推出 方程 


Ty =z (28) 
无 正 整数 解 . 一 般 地 ,在 ”三 3 时 ， 
Xx 十 二" (29) 


无 正 整数 解 . 这 个 著名 的 费 马 大 定理 ,是 一 个 大 猜测 ,直到 1995 年 才 被 完全 解决 . 

无 穷 递 降 法 的 实质 是 利用 自然 数 的 一 个 重要 属性 :任何 非 空 的 自然 数 集 必 有 最 小 
的 数 , 即 最 小 数 原理 . 这 一 原理 等 价 于 数学 归纳 法 . 所 以 无 穷 递 降 法 无 非 是 数学 归纳 法 
的 一 种 形式 ,并 常常 与 反 证 法 结合 起 来 使 用 . 

这 一 方法 的 要 点 是 从 方程 的 一 组 解 (假定 有 这 样 的 解 ) 造 出 一 组 新 的 解 ,新 解 在 某 
一 方面 比 原来 的 解严 格 地 小 ( 例 3 中 , 解 的 第 三 坐标 = 严格 减 小 ). 构造 新 解 的 方法 视 情 
况 而 定 . 常见 的 是 两 种 类 型 ,第 一 类 是 利用 方程 (1) 的 求解 公式 , 例 3 就 是 这 样 做 的 (在 
上 面 的 解答 中 , 曾 两 次 利用 (1) 的 求解 公式 ). 

包 村 证 明 两 个 平方 数 的 和 与 差 不 能 同 为 平方 数 . 即 方程 组 


i | (30) 
到 一 光一 并 (31) 
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无 正 整 数 解 . 
解 ”由 (30)，(31) 得 
2z 王 达 十 万， (32) 
因而 z, 上 的 奇偶 性 相同 . 将 (32) 变 形 为 
» Tt me 
w= (= ) Ea | s (33) 


不 妨 设 工 , 上 互 质 (否则 由 (32)，(30) ，y，z 也 被 (x, z) 整 除 , 先 作 一 次 例 1 那样 的 
“手术 ”, 将 它们 化 为 两 两 互 质 ) ,根据 例 1, 有 


宝生 一 ET 一 三 一 但 . 


2 
(34) 
于 是 
=) 一 mn m+) Cm—n). (35) 
(35) 中 ni,s 加， 7 十 7 m 一 n 两 两 互 质 , 所 以 
m==a’,n=b, m+n=ec, m—n= dd’. (36) 
即 
大 €37) 
a —b = dd. (38) 
显然 a 三 m 二 yy 二 xz. 根据 递 降 法 ,方程 组 (30) ，(31) 无 解 . 
沁 因 如果 费 马 大 定理 对 某 个 = 成立, 即 已 知 方程 
x 二 yy =z (29) 
无 正 整 数 解 ,证明 方 程 
xr" 二 y= (39) 
无 正 整数 解 . 
解 不妨 设 (z，y) = 1. 由 (39) 得 
ZX" 二 2wv，(u,，v) 二 1, u,v 一 奇 一 偶 ， (40) 
y= = (ut vu vv). (41) 
在 (41) 中 , (ww 十 v, wu 一 v) 一 (ww 十 v,， 2u) = 二 (十 uv wu) 一 1, 所 以 
Uv=a", uu—vV= 0b. (42) 


第 14 讲 “不定 方程 (二 ) 


从 而 2v =a"—b. (43) 
又 由 (40) ,在 wv 为 偶数 时 27 一 0". (44) 
由 (43)，(44) 导 出 a* = 二 (45) 
与 已 知 (45) 无 解 矛 盾 . 


在 4 为 偶数 时 ,同样 可 得 矛盾 . 所 以 (39) 无 正 整数 解 . 
为 一 类 使 用 无 穷 递 降 法 的 不 定 方 程 称 为 马尔 可 夫 (A. A. Mapkos，1856 一 1922) 方 
程 , 它 借助 二 次 方程 的 韦 达 定理 来 构造 新 解 . 
“” ”证明 方程 
万 十 并 一 19zy 一 19 一 0 (46) 


无 整数 解 . 
解 设 (r, y) 为 (46) 的 解 , 则 显然 关 0, y 闫 0, 并且 
19(zy 1) = x 二 + > 0. 
从 而 zy 二 一 1, 由 此 即 知 zy 三 0，z，y 必须 同 号 . 不 妨 设 zx，y 均 为 正 整数 (否则 
用 一 x, 一 > 代替 工 ，y) ,并 且 工 三 y 
将 (46) 看 做 工 的 二 次 方程 


万 一 19zy 十 ( 妈 一 19) 一 0. (47) 
如 果 工 是 (47) 的 解 ,那么 根据 韦 达 定理 ， 
x 一 19y 一 工 (48) 


也 是 (47) 的 解 ,在 y, x 均 为 整数 时 ,zx' 也 是 整数 . z“ 适 合 (47) ,所 以 (z', yy) 适合 (46). 根 
据 上 面 所 说 z 与 y 同 号 , 即 x' 也 是 正 整数 . 


又 由 韦 达 定理 x 二 站 二 臣 二 关 之 y<x, 所 以 由 (46) 的 一 组 正 整数 解 (z,y) (x 


全 2) 可 导出 它 的 男 一 组 正 整数 解 (y, x') (y 宇 x ), 并且 yy 十 x 二 zx 十 y. 于 是 ,与 例 
3 相同 ,导致 矛盾 . 即 (46) 无 正 整数 解 ,从 而 也 没有 整数 解 . 
韦 达 定理 的 这 种 用 法 ,与 第 22 讲 例 7 类 似 . 
| 求 x 十 2 = 二 37yz (49) 
的 正 整数 解 . 
解 ” 设 (xo， vo， zo ) 为 (49) 的 一 组 正 整 数 解 , x。 宇和 宇 zo ; 则 与 例 6 类 似 , (3 zo 一 


Xo0, yo， z0) 也 是 (49) 的 解 ( 还 是 韦 达 定理 !) ,并 且 3yozo Xo 一 灶 革 衬 是 正 整数 . 
现在 我 们 证 明 在 w > 1 时 ， 
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3yozo — Xo = Xo. (50) 
首先 ， 由 (49) 得 326 之 3Zoyozo， 所 以 
To 之 yozo. (51) 


在 yw 之 1 时 , 2W223 二 有 十 用 之 台 十 诅 . 所 以 0 二 x6 十 YW 十 X06 一 37T0yozo 一 
2 一 3zoyozo 十 2 党 下 即 (zo 一 yozo)(zo 一 2yozo) 一 0. 结合 (51) 便 有 zx 二 2yozo,， 从 
而 (50) 成 立 . 

这 样 ,从 (49) 的 一 组 正 整数 解 (x0, Yo， zo)，Xo 之 .Y0 之 Zo 导出 一 组 新 解 (3yo zx 
zxo， yo，z0) ,并且 在 % 二 1 时 ,坐标 和 <zo 十 yo 十 zo 严格 减少 . 经 过 有 限 多 步 后 ,必须 出 
现 解 y=z= 二 1,x=1 或 2. 

这 里 与 例 6 相同 ,如 果 产 生 新 解 的 过 程 无 限 进 行 下 去 ,就 导致 矛盾 . 但 与 例 6 不 同 ， 
这 里 产生 新 解 需要 一 个 条 件 > 二 1, 所 以 在 y = 1 时 即 不 一 定 产 生 满足 zxo 十 yo 十 zo 严格 
减少 的 新 解 . 

本 例 在 y 二 1 时 有 解 (1, 1, 1) 或 (2, 1, 1). 上面 的 递 降 过 程 至 (1, 1, 1) 后 ,产生 的 解 
(3yz 一 x，y, z) 是 (2, 1, 1), (2, 1, 1) 产生 的 解 是 (1， 1, 1). 此 后 不 再 产生 新 的 解 . 


(1, 1, 1) 
G2. 1,D 
《5， 1) 
(29, 5, 2) 5 1) 
(169, 29, 2) (433, 29, 5)(34, 13, 1) (194, 13, ») 
图 14-1 


由 此 递 降 的 结果 必须 是 解 (1, 1, 1) 或 (2, 1, 1) ,所 以 将 这 一 过 程 逆 过 去 即 产 生出 
方程 (49) 的 全 部 解 . 图 14-1 给 出 开始 的 9 组 解 ,从 (5, 2, 1) 起 ,每 个 解 (x，y， z) 都 产 
生 两 个 解 (3zz 一 y%，zy，z)，(3zy 一 z，Z，y) (图 14-1 中 (3yz 一 工 ，y，z) 是 (xX，y，z) 
上 面 的 解 ). 

讨论 不 定 方程 时 ,可 根据 具体 情况 ,灵活 地 采用 一 些 其 他 方法 . 

3 设 (o，m) 二 1, 则 方程 


zy 二 (52) 
有 无 穷 多 组 正 整 数 解 . 
解 由 斐 蜀 定理 ,存在 正 整 数 s， +, 使 
1 二 im 一 91. (53) 


任 取 正 整数 zx ，y ,对 任意 的 d 均 有 
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(t+)d” = (zd™") (ytd)". (54) 


令 d = ri 十 六 则 (54) 左 边 成 为 (xi 十 WW )”( 这 里 利用 了 (53)), 因 而 xz1d”,， yid"， 
(zi 十) 就 是 (52) 的 解 . 

“证明 方程 57 一 27 十 3: (55) 
共有 三 组 整数 解 , 即 01, 1 1), (1,2, 0), (2, 4, 2): 

解 xz， y, z 均 非 负 . 如 果 z 为 负数 ,那么 (55) 乘 以 5 有 1 。22 后 ,由 于 3 与 2，5 互 
质 ,(55) 中 只 有 一 项 不 是 整数 ,不 可 能 成 立 . 同样 可 以 处 理 zx，y 为 负数 的 情况 . 

如 果 z = 0, 则 57 二 2» 十 1. (56) 
在 工 王 1 时 ,>y=2. 在 zx 二 1 时 ,y 二 2; mod8 得 5 三 1(mod8), 所 以 为 偶数 ;mod 3 
得 1 三 (一 1)> 十 1(mod3), 矛盾 ， 

设 xz 二 0. 这 时 zx 二 0. 如 果 y=0, mod4 得 1=1 十 (一 1):(Cmod4), 矛盾 .于 是 zx， 
y 均 为 正 数 . 

在 > 三 1 时 ,方程 即 第 13 讲 例 16 中 的 (41), 它 有 唯一 的 解 (1，1，1). 

在 y 宇 2 时 ,mod 4 得 1 三 (一 1)*, 从 而 zz 为 偶数 2w. mod5 得 0 三 2 十 (一 1)7， 
从 而 y 为 偶数 2w. mod 3 得 (一 1) 二 1, 从 而 x = 2u. 于 是 


22 一 5% 一 3 一 (5 十 3")(5" 一 3”). 


由 唯一 分 解 定理 
DO 十 3” 一 2 
(57) 
6 — 3” = 
从 而 3* 一 pA 一 2:) 一 9 一 2 一 . 


上 式 左 边 不 被 2 整除 ,所 以 := 1. 于 是 又 化 为 上 面 讨论 过 的 (y = 1 的 ) 情形 ,由 (57) 得 
出 wz 二 w= 二 1, 从 而 z= 二 z= 2， y 三 4. 

2 求 方程 I 一 入 (58) 
的 全 部 正 有 理 数 解 . 

解 ”x= 二 yy 显然 是 (58) 的 解 . 考虑 工交 y 的 解 . 

不 妨 设 y 二 工 . 令 y== (十 w)x, w EE€ Q  ( 正 有 理 数 集 ), 则 


rm ((1+w)zr). 
从 而 i (59) 


二 ,vw 二 A r，s，,，m，n EN, 并 且 r 与 ;, mm 与 n 互 质 . 由 (59) 的 第 一 式 得 


S 


9 
I 


mn” 一 sg" (mn)", (60) 
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从 而 1 (61) 


设 pp 为 n 的 质 因数 , 产 nn;, 则 mlan, 从 而 mm | a, n= 二 让 , LEN. 这 时 三 性 .同样 
m++n=k",r=k",kEN. 
由 区 十 n 宇 n 得 & 宝 即 上 上 宇 1 十 1. 故 m= 二 kr 一 个 宇 忆 十 DDD" 一 忆 "， mS 三 1]. 


所 以 除去 二 yE Q 外 , 其 余 的 解 为 z= (1 十 二 ) ,y= (1+ 寺 ) ,nEN 
设 a, b,c 为 非 零 整数 . 已 知 方程 
ar2z 十 bz 十 cz2 一 0 (62) 
有 不 同 于 (0, 0, 0) 的 整数 解 (Y，y，z). 证 明 方程 
ar 十 by" 十 cz 一] (63) 


"eS 


有 有 理 数 解 . 
解 ” 设 整数 a 了 关 0, B, y 为 (62) 的 解 . 令 
和 二 Ls y= 三 Bl—i),， 二 一 7Y(l] —1)， (64) 
ar2 十 by’ 十 cz? 
=.aa: (lt) + (1D) + (2 
= 2t(aa’ —068: — 7) 一 4t。aa . 


取 1 二 一, 则 由 (64) 确 定 的 x+，y, z 就 是 (63) 的 有 理 数 解 . 


本 
daa’ 


习 题 14 


. 求 斜 边 比 一 条 直角 边 大 1 的 名 股 三 角形 , 即 求 方程 x 十 y 二 (T 十 1)” 的 正 整 数 解 . 
. 求 方程 x! 十 yy 二 z? 的 正 整 数 解 , 其 中 工 ，y 互 质 并 且 工 为 偶数 . 

求 方程 十 YY 十 zx? 二 ww 的 正 整 数 解 . 

证 明 方 程 ‘十 4y* 二 z? 无 正 整 数 解 . 

勾 股 三 角形 的 面积 能 否 是 平方 数 ? 

求 出 不 定 方 程 2z" 二 z”! 的 全 部 正 整数 解 . 

证 明 : 对 任 一 正 整 数 n > 2, 不 定 方程 yr 二 WW 了 十 WW 十"…* 十 六 有 无 穷 多 组 正 整 
8. 证 明 2x 一 y' 二 z* 有 无 穷 多 组 整数 解 . 

9. 求 I? 十 十 2 二 xyz 的 正 整 数 解 . 

10. 试 判 定 方程 组 


人 


11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 


第 14 讲 不 定 方 程 (二 ) 


ZI 让 十 4 十 x98s 二 ， 
好 十 好 十 … 十 Zios 二 之 


是 否 有 正 整 数 解 ? 村 

证 明 方 程 7f 十 有 十 "… 十 xis 二 1 991zlzz…Zleel 有 无 穷 多 组 正 整 数 解 . 

证 明 方 程 2T: 一 3z 一 3 一 y 十 1 一 0 有 无 穷 多 组 正 整 数 解 . 

求 妈 十 3 风 十 9z3 一 9zyz 二 0 的 有 理 数 解 . 

求 方程 好 出 如 一 5zy 一 5 一 01 的 整数 解 . 

证 明 y: 二 zx’ 一 4 无 整数 解 , 

证 明 方 程 人 十 二 (Zz 十 YY》” 有 唯一 的 满 羡 m 之 1， n> >y>0 的 要 
求 沁 二 2x 十 1 的 所 有 整数 解 . 


第 15 讲 多 项 式 


多 项 式 有 许多 与 整数 类 似 的 性 质 . 
我 们 先 研究 整 系数 的 一 元 多 项 式 


f(z) 一 az 十 az 十 十 CiZz 十 ao 7 过 0. (1) 


如 采 f(x) 不 能 表示 为 两 个 次 数 大 于 0 的 整 系数 多 项 式 的 积 ,我 们 就 说 f(x) 在 整 
数 ( 环 )Z 上 既 约 ,在 不 致 混 消 时 简称 f(x) 既 约 . 

每 一 个 整 系数 多 项 式 都 可 以 分 解 为 既 约 多 项 式 的 积 ,而 且 在 不 考虑 因 式 顺序 与 常 
数 因子 时 ,这 种 分 解 是 唯一 的 . 


证 明 : 如 果 多 项 式 (1) 有 有 理 根 分 ， 户 与 g 互 质 ,那么 plao, gla,. 


解 gf (于) 二 rp" 十 aip"g 十 十 dipq" 十 aog 一 0, 所 以 9 整除 oupr 十 


arip” 1g 十 … 十 aog'， 从 而 glasp". 由 于 pp 与 gq 互 质 , 所 以 qla. 

同 理 plaog' ,所 以 plao. 

在 (1) 有 有 理 根 时 , 例 1 可 以 帮助 我 们 找到 它 . 反 过 来 ,如 果 以 a, 的 因数 为 分 母 ,an 
的 因数 为 分 子 的 分 数 都 不 是 f(x) 的 根 ,那么 f(z) 没有 有 理 根 . 

证 明 

(DD f(x) 一 过 F273 十 3, 

(ii) g(x) 一 Zi 十 2z8 十 2xz8 十 3 六 十 3 
都 没有 有 理 根 . 

解 ” 由 例 1, g(x) 的 有 理 根 只 可 能 是 土 1, 土 3. 

ECS= ly gO—1)= 1 一 =3”7 直 2X 3 一 6 50, &(3) 0 所 以 (x) 
无 有 理 根 . 

同样 f(z) 也 没有 有 理 根 . 

不 难 编制 出 有 有 理 根 的 多 项 式 , 它 可 以 分 解 出 形 如 px 一 9 的 一 次 因 式 . 但 在 高 中 
的 数学 竞赛 中 ,更 常见 的 是 证 明 某 一 多 项 式 既 约 或 者 没有 某 种 形状 的 因 式 . 这 种 证 明 当 
然 采 用 反 证 法 . 

证 明 例 2 中 的 g(Cz) 没 有 形 如 了 十 ar 十 bay,pEZ 的 因 式 . 
解 设 
x" 十 2x” 十 27* 十 37 十 3 = 二 (zx 十 ar 十 Dh(z)， (2) 


其 中 及 (x) = x 十 cx” 十 … 十 co ,系数 为 整数 (由 于 x? 十 ax 十 5b 的 首 项 系数 为 1, 在 用 
它 除 g(x) 时 ,除法 竖 式 中 所 出 现 的 数 都 是 整数 ). 
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在 (2) 式 两 边 mod 3 得 
zsg(z2 十 2X 十 2) 三 (zz 十 az 十 0)(zsa 十 corze 十 … 十 co)(mod 3). (3) 
这 时 有 两 种 可 能 : 
(1) 5b 关 0(mod 3). 
由 (3) 得 co 三 … 硅 06 三 0, 4 三 6 三 2(mod 3). 


由 (2) 知 cn > 3, 所 以 上 5 二 一 ]， Co = 
在 (2) 中 令 z = 一 1 得 1 = 一 ah( 一 1) = 一 a(l 十 3 的 倍数 ) ,所 以 a = 一 1. 


2 十 az 十 一 并 二 


a 1) 十 3x7 
一 3zx:(z® 二 1)—2x*(z:—zx—1)—3(r—z—1) 


在 云 = 1 二 5 时 不 为 0 ((1+V5)% 二 AV5 十 B, A > 0. 所 以 (1 十 V5)% 为 无 理 数 ， 


(3 二 径 ) 十 1 天 0) , 这 表明 (2) 不 可 能 成 立 . 


(ii) b = 0(mod 3). 
因为 bco = 3, 所 以 5 = Sy = (3) 成 为 


Xx” (z2 十 2z 十 2) 三 (z 十 a)(z 十 … 士 1)(mod3)， (4) 


左边 最 低 次 项 为 2x”, 右 边 为 土 a( 关 a 半 0) 或 士 x( 若 a 三 0), 无 论 哪 种 情况 均 导致 
矛盾 . 

同 余 , 在 证 明 多 项 式 既 约 或 没有 某 种 形状 的 因 式 时 ,是 十 分 有 效 的 手段 . 

PE 已 知 f(x), g(x) 都 是 整 系数 多 项 式 , 如 果 f(x)g(z) 的 系数 都 是 质数 p 的 
倍数 ,那么 f(x), g(x) 中 至 少 有 一 个 的 系数 都 是 p 的 倍数 . 

解 ” 如 果 f(x) 中 aez* 的 系数 不 是 p 的 倍数 ,并 且 & 是 具有 这 一 性 质 的 最 小 整数 ， 
g(x) 中 bszx* 的 系数 不 是 p 的 倍数 ,并 且 h 是 具有 这 一 性 质 的 最 小 整数 ,那么 

0 三 f(z)g(x) = (Car +amne 十 oo) bor br c+) 
三 Qiphizt 十 …(mod 力 )， 

而 awb, 关 0Cmod p) 9 矛盾 ! 

满足 Ca,, ai,， …，, ay ao) = 1 的 多 项 式 (1) 称 为 本 原 多 项 式 . 由 例 4 立即 导出 著 
名 的 高 斯 引 理 :两 个 本 原 多 项 式 的 积 仍 是 本 原 多 项 式 . 


1 如果 次 数 不 大 于 & (0 过 & 一 站 的 非常 数 整 系数 多 项 式 均 不 是 多 项 式 (1) 
的 因 式 ， 质数 p 满足 p* + ao， p | 《ao， dl» ”9 Cn 天)， p + (ao, CI “**, CC) 
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那么 fz) 是 既 约 多 项 式 . 
解 设 全 a ee , 十 ee 十 cn 
FF (Dx: 二 bx’ . 十 be 2 A ee ode 十 Bi -十 时 时 十 co) 9 CD 


则 ao 三 boco. 由 于 大 + ao 所 以 如 ,co 中 至 少 有 一 个 不 被 p 整除 ,不 妨 设 p+ bo. 
由 已 知 s 二 &, 所 以 7 一 有 之 7 一 5 一 上 
在 (5) 式 两 边 mod p. 由 于 妃 | (co ai，…，a nx) 户 +(ao, ai，a)， 取 模 后 
(5) 式 左 端的 最 低 项 为 auwz”，, m 宇 n 一 k. 而 由 于 p+b, 右 端的 最 低 项 为 bocr!， /雪上 一 
有 一 上 过 加, 牙 盾 . 
当 上 三 0 时 , 就 得 到 著名 的 艾 森 斯 坦 (F. G. Eisenstein，1823 一 1852) 判 别 法 . 
证 明 例 2 中 的 两 个 多 项 式 都 是 既 约 多 项 式 . 
解 (1) f(x) 三 zoom 十 2z% 十 3z 十 3 无 有 理 根 ( 例 2). 在 例 5 中 取 & 二 1， 办 二 3， 
即 得 结论 . 
(ii) g(x) 二 Xx” 十 2x” 十 2x% 十 3z 十 3 无 有 理 根 ( 例 2) ,无 形 如 zx? 十 ar 十 ay 
E 也 的 因 式 ( 例 3). 在 例 5 中 取 & 三 2, p 二 3, 即 得 结论 . 
证明: 对 于 任意 的 自然 数 n, 存 在 n 次 的 既 约 多 项 式 . 
解 ” zx" 一 2 就 是 nn 次 既 约 多 项 式 .在 例 5 中 , 取 k 二 0, p= 二 2, 即 知 x" 一 2 既 约 . 
这 里 的 2 当然 可 换 成 任 一 个 质数 . 
证 明 : 在 整数 环 Z 上 既 约 的 多 项 式 (1) 不 能 分 解 成 两 个 次 数 大 于 0 的 有 理 
系数 的 多 项 式 的 乘积 . 
解 设 f(7) = g(x)h(z), g(x), h(x) 的 次 数 均 大 于 0. 又 设 


Pr LG(z), ee SH(z), 
这 里 a, 5b, c,d 都 是 整数 ,a 是 g (x) 的 系数 的 最 小 的 公分 母 ,b 是 ag (x) 的 系数 的 最 大 
公约 数 ,G(r), 昌 (x) 都 是 整 系数 本 原 多 项 式 : 由 例 4 末 的 高 斯 引 理 ,G(x)H(zr) 也 是 整 
系数 本 原 多 项 式 . 由 于 


Ry SH = LG) Hz), (6) 


CC 


这 里 二 是 所 经 约 分 后 所 得 的 既 约 分 数 , f(x) 是 整 系数 多 项 式 ,s 与 互 质 ,所 以 ;必须 


整除 G(x)H(z) 的 每 一 项 系数 .但 G(x) 晶 (x) 是 本 原 多 项 式 , 所 以 := 土 1. 这 样 ,(6) 表 
明 f(z) 在 整数 环 中 可 以 分 解 . 

例 8 表明 整 系数 多 项 式 (1) 在 整数 环 Z 上 既 约 与 在 有 理 数 域 Q 上 既 约 是 一 致 的 . 
因此 ,只 需 研 究 在 Z 上 的 分 解 . 

多 项 式 在 实数 域 R 与 复数 域 C 上 的 分 解 与 在 Z 上 的 分 解 大 不 相同 . 
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每 个 一 元 2 (2 二 0) 次 多 项 式 在 C 上 一 定 有 根 ,这 称 为 代数 基本 定理 . 所 以 (对 一 元 
多 项 式 ) 

在 复数 域 中 ,只 有 一 次 多 项 式 是 既 约 的 . 

由 于 实 系数 多 项 式 的 虚 根 成 对 出 现 ,对 于 一 对 共 思 根 a 土 bi， (zz 一 Q& 一 各 )(z 一 & 十 
bi) 一 (x 一 Qa) 十 b 为 实 系数 多 项 式 . 所 以 在 实数 域 中 ， 了 
次 或 二 次 因 式 的 积 , 即 

在 实数 域 中 ,只 有 一 次 .二 次 多 项 式 是 既 约 的 . 

设 PCz)，P:(z),，…，P,(z) 为 实 (系数 ) 多 项 式 . 证 明 存 在 实 系 数 多 项 式 

A 是 


2 P(x))? 一 (Ai(z))2 十 (BCz))2 
5 一 ] 


二 (As (zx))’* + x(B, (rx))’ 
= (As(zx))’:— zx(B; (x))’. 


解 ” 根据 上 面 所 说 ,我 们 可 设 


2 PI —alr—m rr 
x 一 ] 


(x* 十 px 二 gq),， (7) 
其 中 a, a ，…， Qs» pis ,pis qi, ***, gq 都 是 实数 ,el 9 “9 65 都 是 正 整 数 ,并 且 
六 4g,(r = 1 5 2 “x 法力 (8) 


由 于 2 (P,(z)) 永远 大 于 等 于 0, 所 以 为 偶数 (1 之 j 之 s) (否则 在 z 由 小 于 a 
变 到 大 于 w 时 ,(7) 式 右边 变 号 ) ,并 且 a 之 0. 
注意 由 (8) 得 出 g, 宇 0 及 2Vg 宇 p, 宇 一 2V, 所 以 


px 十 g; 二 (二 的 ) 十 (6 [air 
一 (zs— Vg) +z(Vp.+2 Vg) 
= (z+vVg) —z(M/-p, +277), 


其 中 必 十 欠 ,fg 一 在 ,一 VVPrT2VE, z 十 YW Vp 2 VE 都 是 实 多 


项 式 . 
由 于 (A (xz)+ Br C(x) + D(z)) 


二 数学 竞赛 研究 教程 


一 (A(Cz)CCz) 十 BCz)D(Cz))2 十 (A(z)DGCz) — B(x)C(x))’, 
(Az(z) 士 zB2(z))(C2Cz) 士 zD(Cz)) 
一 (4A(Cz)JCCz) 十 zxB(Cz)DCz)) 士 zx(ACz) DGCz) 一 BCz)CCz))2， 


而 (7) 式 中 每 个 因 式 均 可 写成 A:(z) 十 Bi(x) 或 A(x) 士 xB*(z) 的 形式 , 所 以 
》) (P,(x))? 也 能 写成 同样 的 形式 . 


从 代数 基本 定理 立即 推出 一 元 n(n 二 0) 次 多 项 式 恰 有 7 个 根 ( 重 数 考 虑 在 内 ). 
四 已 知 f(x) 是 nn 次 多 项 式 ,并 且 


=， 儿 ”wa a 
有 ey 0， | » 7, (9) 
求 fn 十 1). 
解 g(x) = (Xz 十 1)f(z) 一 + 是 n 十 1 次 多 项 式 . 由 (9), g(zX) 在 z= 0 1, *, 
n 时 值 为 0. 所 以 s(x) = ar(r— lj (B— Ns (10) 
其 中 a 为 待定 的 常数 
令 工 一 一 1 得 1 1 ss 
me 
由 4 (n+ D1!’ 
所 以 (n+2f0n+D) m+1l)= gn+l1) = (—1)"™, 
re th es en mh 5 ed nis 


天 十 汉 
设 a, b,c 互 不 相等 ,证 明 
C2( 交 一 万 )( 交 一 EC) ,blr—O(r—a) ,cc(r—a)(r—0)_ ,3 
C—O (OD— Pb"— (c— alc b) 页: 从 
解 ” 由 于 nn 次 多 项 式 恰 有 n 个 根 ,所 以 次 数 不 超 过 nn 的 多 项 式 如 果 有 十 1 个 根 ， 
则 这 个 多 项 式 为 0. 进而 有 和 多项式 恒 等 定 理 : 
如 果 对 于 工 的 n 十 1 个 不 同 的 值 ,两 个 (zx 的 ) 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 的 值 均 相等 ， 
那么 这 两 个 多 项 式 恒 等 . 
现在 (11) 式 左边 的 多 项 式 , 在 工 = a,b, c 时 的 值 分 别 为 a?， b’， cz , 即 与 右边 多 项 
式 的 值 相等 . 因此 两 边 恒 等 . 
类 似 地 ,对 于 nn 次 多 项 式 f(zx) 及 nn 十 1 个 不 同 的 值 ai， az，…，, anh， 有 


和 一人 


Ln nr] 2 
Dfla) I = fz). (12) 
;=1 a 
(12) 就 是 拉 格 朗 日 (J. L. Lagrange，1736 一 1813) 插 值 公 式 . 
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化 简 


(z— zi)(z 一 zl) (z 一 zz)(z 一 zz?) (z 一 zs)(z 一 >z3)》 (13) 
《2 一 2 多 2 一 元 Ko) (Bz O— >) 


解 ” 原 式 是 x 的 多 项 式 , 次 数 小 于 等 于 1. 
在 = 三 zi 时 ,多 项 式 的 值 为 a hat 三 1. 同样 在 z == z 时 ,多 项 式 的 值 


和 1 
也 为 1. 所 以 原 多 项 式 恒 等 于 1. 
(13) 是 zx ，z;，z; 的 对 称 式 , 即 将 z; ，zs，zs 中 任 两 个 互 换 ,(13) 不 变 . 
n 个 字母 zi 9 29 “9 Tn 的 对 称 多 项 式 
Gl El 十 并 ?十 多 十 工 ， > iy 
0 = TT 十 TX3 十 十 工 ,_1 区 一 一 Dj zirjs 


i] 


Gt 二 a Ti Ti Ti (14) 


On = XI To "TI, 


称 为 Tl» C2 "9, Tn 的 初等 对 称 多 项 式 ( 其 中 Ok 是 对 ] 计 CFees 交 肌 的 所 有 上 & 元 组 合 求 
和 ) ,有 很 多 应 用 . 


根据 韦 达 定理 ， (rz— Xr zr2) (ro x) 
二 TT 一 gx 十 oz 十 十 (一 1)"o， C19) 
所 以 i 一 0 二 grr" 十 十 (一 1)"o, 一 0 (1 -一 1 » “**, n). (16) 


站 有 设 S = 区 十 蕉 十 … 十 世 . 证 明 牛 顿 (Newton, 1642~1727) 的 短 和 公式 ， 
(a) 当 k 上 宇 n 时 ， 


SO—oSimi 二 os 二 二 (1)"5.S, = 0. (7 
(b) 当 1 过 有 二 nn 时， 
Si 一 oS 十 02Si 十 … 十 (一 1) 和 io Si 十 (一 1) = 二 0. (18) 


解 将 (16) 式 乘 以 zr“", 然 后 对 i 求 和 即 得 (17) (实际 上 (17) 对 所 有 的 整数 上 均 
成 立 ). 

(18) 的 证 明 比 较 困难 . 首先 注意 在 zi ，…, zx, 中 有 nn 一 个 等 于 0 时 ,(18) 成 立 ( 即 
n 二 上 时 的 (17) 式 ). 

设 2 二 ! 伍 &, 并 且 (18) 式 在 zy， x;，…, Xx, 中 有 nn 一 /个 为 0 时 成 立 . 考虑 zy， 
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zi+sy…，xzn 为 0 的 情况 . 
根据 (归纳 ) 假 设 ,在 1， X29 "ss THI 中 任 一 个 为 0 时 , (18) 的 左边 为 0, 因 而 (18) 


的 左边 被 zzz…zr 整除 . 但 (18) 的 左边 是 次 数 小 于 等 于 & 的 多 项 式 , 所 以 它 必须 为 0， 
即 在 这 种 情况 下 (18) 仍 然 成 立 . 


于 是 (18) 对 任意 的 1 成 立 . 
由 线性 方程 组 (18)(k = 1，2，…) 立 即 得 出 


i 1 0 0 
ea fi 1 0 
S, = (— 1)* 3f3 fs fn 0 9 (19) 
kf fea 太一: i fi 
其 中 下 = 二 (一 1)%5 法 二、 3 i k). 
也 可 以 得 出 
5) 1 0 
i 2 
Gk 一 S; S» SI (20) 
Sx Sk OS,_2 0 9) 
公式 (19)，(20) 的 特殊 情况 在 数学 竞赛 中 常常 出 现 ， 
下 解 方程 组 
7 Sy de 
Cade Baa (21) 


TI 十 十 十 XxX" 二 nn. 


解法 一 ”Si = S$ = 二 … = 二 5, 二 n. 将 (20) 中 的 行列 式 从 最 下 面 起 ,每 一 行 减 去 它 


上 面 一 行 ,然后 展开 得 m = 一 亲 . n(n 1 (nn 一 上 十 1) = 一 ( 所 以 Ts 29 9 是 


DT = DI 《1 一 二) 
不 二 0 


上 三 0 


的 根 , 即 zi =— Ny = = = 
解法 二 设 P(z) = (x 一 Xz)(x 一 zx2)…(T 一 zz,), 则 Plzi) = 二 0 (Ii 和 区. 将 


(21) 的 nn 个 方程 依次 乘 以 (一 Do i (一 ”0,2 ，…， 一 ol, 将 1 十 1 十 … 十 1 一 
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! 乘 以 (一 1)"c,, 然 后 相 加 得 0 王 2 (1), 从 而 1 是 PCz) 的 根 , 不 妨 设 rz, = 1. 将 n 换 


作 汉 一 1 对 X19» "9 Xn—l 用 同样 方法 处 理 即 知 db EE 
事实 上 , S (1 过 有志) 确定 后 ,so，(1 过 上 过 n) 就 随 之 确定 . 从 而 多 项 式 (15) 的 
根 x (1 三 kn) 也 就 唯一 确定 了 . 而 zi 人 1 显然 是 根 . 


最 后 ,我们 讨论 几 个 f(g(x)) = g(f(x)) 形 的 函数 方程 ,其 中 f, g 为 多 项 式 . 
[ 癌  g(z) 一 anzn 十 an zl 十 … 十 az 十 ao 为 实 多 项 式 ,a; 宇 0 (0 过 i 过 mm)， 
am > 0，ao 二 0. 求 多 项 式 f(z) ,使 其 满足 : 


(DD) f(g(x)) 一 BCFCZ)) (22) 
(11) f(0) = 0. C3) 
解 显然 g(x) 在 (0, 十 cc) 上 是 严格 的 增 函 数 ,由 于 g(0) = ao 二 0， 
所 以 0 AO 0 有 人 人 大 二 (24) 
这 里 g(r) = gl(g Dr)) = = g(g(g(r).…)). 
A 
£ 个 g 
男 一 方面 ,我 们 有 f(g* (0)) = HEF TOF Ys ne RCR 折 
以 0， g(0), BOS “*", wy … 是 多 项 式 
f(T} (25) 
的 不 同 的 根 . 


由 于 (24)，{g% (0) | 有 二 0, 1, 2,…) 是 无 限 集 , 所 以 f(x) 一 z 必须 为 零 ( 多 项 
式 ); 即 f(z) 三 无 
-5 求 满足 
FT = CE (26) 
的 多 项 式 f(x). 


解 ” 如 果 f(0) = 0, 那 么 由 例 15, f(x) 一. 
设 fz) 一 awx™ 十 Rw" 十 "十 oy 0 关 虽 6 二, 则 
f "(er) = f((er)" +1)—1= f(r 二 1)—1= f(z), 
所 以 有 0 三 上 二 n, 使 fl(er) = ef (xz). 
比较 两 边 的 常数 项 得 a。= etao, 所 以 e: = 1, fler) = f(z). 
再 比较 各 项 系数 得 ae' 二 ai(l 三 1 过 mm). 
所 以 在 n+ 7 时 ,ww = 二 0. 即 f(zx) = p(x") = yl(x" 十 1), 其 中 vo, y 都 是 多 项 式 . 
令 y 二 十 13 则 
VW = fz = mm 十 1) 一 1= COy) 一 1 一 Wo 十 1) 一 1. 
所 以 yly) 满 足 与 FCz) 同 样 的 方程 wy 十 1) = yr'(y) 一 1. 但 yy 的 次 数 是 了 的 次 数 除 
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以 n. 

如 此 继续 下 去 , 若 每 次 所 得 的 多 项 式 的 常数 项 均 非 零 ( 即 y(0) 关 0,…)，, 则 了 的 次 
数 y 的 次 数 、… 都 是 n 的 倍数 . 从 而 f 只 能 为 常数 (次 数 为 0)ao ,并 且 ao 是 方程 ao 二 
as 十 1 的 根 ( 由 此 易 知 ”必须 为 大 于 1 的 奇数 ,ao 一 一 1). 

车 y(0) 一 0, 则 Wn 二 y,， f(x) = yx 十 1) == x 十 1. 类 似 地 ,有 f(x) = 
SCS(Z))， gCgCECz)))，…，, 其 中 g(Cz) 王妃 十 1. 

设 f(x) 一 az 十 aiz 十 十 an (n>1), g(x) 一 pz 二 br 
十 … 十 bo 都 是 实 多 项 式 , 并 且 f(g(x)) =g(f(z)). 证 明 


20b,_1 


f(x) =g(7) 或 f(x} =— g(x) a (C27) 

一 种 情况 仅 在 n 为 奇数 时 发 生 . 
解 设 w,pBG=1，2，…，7m) 分 别 为 f(x), g(x) 的 根 , 则 由 f(g(x)) = 
g(f(x)) 得 dl 一 ai) 一 b, | (f(z) —B). (28) 


因此 f(g(x)) 的 根 可 以 用 两 种 方法 分 为 n 组 . 即 它们 是 g(z) 一 w = 二 0 (i 二 1,2,… 
n) 的 根 ,也 是 f(z) 一 B = 0 (Gi 二 1,2,…, nn) 的 根 . 

设 Si 为 f(g(x)) 的 根 的 & 次 方 的 和 , 则 由 于 各 个 g(x) 一 a; (i 二 1,2,…,n) 仅 有 
常数 项 不 同 ,所 以 (根据 (19)) 这 些 多 项 式 的 根 的 & (1 三 上 二 nn) 次 方 的 和 均 是 相同 的 ， 


而 且 均 等 于 二 Si. 同样 f(x) 一 8 (i 二 1, 2,…, nn) 的 根 的 & (1 三 上 二 n) 次 方 的 和 也 
均等 于 一 Se. 根据 (20) ,一 f(z) 与 产 g (x) 仅 相差 一 个 常数 . 
最 后 ,由 (17) 可 得 g(x) 一 a 的 根 的 n 次 方 的 和 ,所 以 由 (28) 得 
-1 lo 一 ai 和 | 有 .二 
= > (+ 十 (一 1 一 。 有 二 


Ch 
ep 由 于 也“ 二 一 

i 三 ] n i 二 】] 

和 《一 (29) 
又 比较 f(g(x)) 与 g(f(zx)) 的 最 高 次 项 得 a,b” 三 ba ,所 以 a, 二 bb 或 a = 二 一 6 
一 种 情况 仅 在 n 为 奇数 时 发 生 . 

若 a, 二 5b, 则 f(x) 与 g(x) 仅 相 差 一 个 常数 ,从 而 由 (29), ao = 二 bo, 即 f(x) = 

0 


若 a, = 一 5b,, 则 f(x) 与 一 g(x) 仅 相差 一 个 常数 ,从 而 由 (29)，a 一 一 各 一 2 | 


一 一 ,从 上 式 得 
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即 f(x) = 一 g(z) 一 季 . 
记 < = 一 怨 屠 ，y 二 f(x), 则 在 后 一 种 情况 ， 
fle—y) = f(g8(z)) = g(f(2)) =— f(f(z)) +e=— f(y + ce, 


即 


fle—+ f=. (30) 


ca(XT 一 c/2)?* 十 ci_2z 《XT 一 Cc/2)" 下 十 十 ci(X 一 c/2) 十 c/2 (n 为 奇数 ). 不 难 验证 这 


种 形状 的 f(x) 满足 (30) ,从 而 满足 f(g(x)) 三 SCFGz)) (g(x) 二 Cc 一 f(z)). 


2， 


mor 


当然 f(x) = g(x) 也 是 该 方程 的 解 ( 无 论 ”为 奇数 还 是 偶数 ). 
注 “ 若 不 限定 f 与 g 次 数 相同 , 则 解 有 无 限 多 组 ,如 g(x) 三 请 (z) (R 一 1， 
…) 均 为 解 . 


习 题 15 


求 满足 xzP(z 一 1) = (zx 一 26)P(x) 的 多 项 式 PCz)， 
求 z， 十 Xz "十 x 十 X11 十 ZX? 十 十 Xx? 除 以 一 1 的 余 式 . 


. b,c，d 为 整数 ,并 且 (b 十 c)d 为 奇数 ,证 明 雪 十 br 十 cr 十 d 在 QQ 上 了 既 约 . 
， 05 动 非 0 多 项 式 77ZD) 除 以 (zz 一 0 一 的 1 (x 一 b)(x—cs (rz—0(r—a) 


的 余 式 分 别 为 wet gr 二 7， ri 十 天 ， 求证 : 


(tn 


a 


六 P(X) 为 整 系数 多 项 式 ,a， bp， c 为 整数 ,并 且 Pl(a) = 已， P(b) —— P(e) 9 a, 证 明 


a =b= (5. 


. PP(z) 为 整 系数 多 项 式 ，POm (z) = P(P(…P(x)…)) (n 次 复合 ), 证 明 整 数 a 适合 


P4?D(a) 一 a 的 充分 必要 条 件 是 Pl(a) = a. 


. 设 u 二 airt 十 b; (i 二 1,2, 3) 为 实 (系数 ) 多 项 式 , 满 足 ui 十 二 友 ,其 中 n 宇 2 为 


一 固定 自然 数 ， 证 明 :存在 实 多 项 式 户 (Z) 一 QZ 十 0 使 zi = cip (Zz) (t= Ly 2 3 其 
中 ci 为 实数 . 


,十 y 十 z= 二 1, 二 十 十 = 二 2 十 十 汪 二 3, 求 十 yy 十 z4， 
. P, Q, RR, S 均 为 多 项 式 , 并 且 


P(zs) 十 zxQ(zs) 十 zzRGz5) = 二 (x! 十 十 TI 十 ZX 十 1)S(z). 
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证 明 并 一 1 是 卫 ， Q, R, S 的 公 因 式 . (x J 1 坦 
10.、 f(x) 为 整 系数 多 项 式 , 如 果 有 自然 数 尼 ， jh 那么 /和 霓 庆 归 
数 根 . 计生 A Ry sh ) 
0 二 ac 的 和 外 让 并 且 有 个 天 证 明 f(2) 
3 2 
12， 已 知 a, 5 为 正 整数 ,并 且 aB | (a’ 十 扩 ) ). 证 明 二 中 
13. 设 n 之 3. 证 明江 十 4z"! 十 4 十 入 林 全 十 4 既 约 . 


\ .X(NS RNAS 和 于 关 ( 二 六 旭 神 
(ww 》 1 
2 \)a nn 又 艺 而 从 05) 只 辣 人 从 看 处 深 特 
炒 导 最 于 允 盏 让 本 天 ) 嘎 从 过 NA 出 ()& 一 《xD 六 然 兴 
贡 ,到 和 出 天 月 强 申 , 回 厅 颈 和 2 忆 习 也 风 不 香江 
过 


> 
2 


及 有 3 条 .5 
€) 3 ! A 1 hj ) 习 -| 这 部 代 oO, 5 
{全 CON 关怀 车.0 非 氏 : 
3 WA 工人 人 大 从 拘 
| ! 
上 ， 让 
W 》 
0 ! 人 六 志 志 要 . 
忆 二 


并 人 (9D) 
| , 记 -十 Y 又 到 
} + St .并 四 | 
各 采 实 中 


甩 共 , 太 下 六 灾 基 人 ,中 .8 
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从 原则 上 说 ,一 切 平面 几何 的 问题 都 可 以 用 解析 几何 去 处 理 ,因而 都 可 以 用 复数 去 
处 理 . 但 是 实行 起 来 却 未 必 简 单 . 什么 样 的 问题 适宜 用 复数 去 处 理 呢 ? 
与 通常 的 解析 几何 相 比 ,复数 的 优点 在 于 可 以 进行 乘法 运算 . 乘 以 复数 re 相当 于 
作 一 个 相似 变换 : 将 长 度 ( 模 ) 乘 以 ~, 再 作 一 个 依 逆 时 针 方 向 转 p 角 的 旋转 (变换 ) ,位 
似 中 心 与 旋转 中 心 均 为 原点 . 因此 , 凡 与 位 似 、 旋 转 有 关 的 问题 ,常常 利用 复数 去 解 . 
此 外 ,由 复数 的 等 式 取 模 而 产生 不 等 式 也 是 一 种 常用 的 方法 . 
看 | 已 知 单位 圆 的 内 接 正 n 边 形 A1A,…A, 及 圆周 上 一 点 己 , 求 证 ， 


《ay 六 | PA |* 三 2 (b) >) | PA, 14 一 6n. 
=] k=1 
(ec) >，| AAA | = 272. (d) TT 1AA,|=n. 
ja =] k=2 
(e) max | | | PA, |= 2. (f) max >，| PA |= S 
k=1 k=] sin 工 


2n 


(g) min > ， | PA; | = 300t 
k=] 2n 


解 以 圆心 O 为 原点 , 设 A 9 SS A, 分 别 为 Ls Es ee i Ee ,这 里 & 为 n 次 
单位 根 e*. 又 设 P 为 z 一 el. 


对 圭一 
(a) 2 |PA 有 一 >) |z 一 此 | 

二] k=0 
将 

= >)(z 一 et)(E 一 e 4) 
大 二 人 0 
天 一 】 

= >, (| z|: 一 ez 一 etz 十 1)， 
k=0 


n—] sl 
= 2 一 一 
大 二 站 


k=0 


= Ws 
其 中 利用 了 a 一 0 (1) 
k=0 
及 zz 一 | z | (C2) 


(2) 的 主要 用 途 在 于 把 长 度 的 平方 ( 偶 次 方 ) 化 为 复数 与 其 共 思 e 复 数 的 乘积 . 


而 Re™—}] 
(7 一 | Bh | 
人 三 1 一 0 
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nO} 


= 2》 (zx — 2ze* 十 e)(Z? 一 2 直下 十 e+) 
大 一 站 
n—l 

一 3 (6—4ze* 一 4 迁 :* 十 ze 十 Ze”) 
大 一 但 

= 6n. 


(0) WAAR= >》 ee) 一 后) 


j,k=1 j,k=1 


ds KD 
j,k=1 


= 2 


(TTAA | 王 | dz) (le ) |. 
二 2 


因为 2 —1=(z—1)(z—e)(z—e)…(z—e"), (3) 
所 以 ww 十 十 z 十 1 二 (z 一 Ee)(z 一 e:)*…(z 一 e™). (4) 
今 z 二 1 得 n= (I—€e)(l1—e)…(1—e™). 
从 而 I] | AAA |= nn. 
k=2 


(e) 在 (3) 式 两 边 取 模 得 
| (z— 1)(z—e)*…(z—e"!) |=| 2 —1 | 和 受 | z | 十 1 一 2， 


即 亲 | PA, | 过 2, 等 号 在 = 为 一 1 的 ?次 根 , 即 己 为 人 AH (k=1,2,*…, ns An 


== A1) 中 点 时 成 立 。 


设 二 让 
Si l= 2 te | 
k=0 


-le | | 
_ |2e0 _ |_ 引 ze 十 1 
l—e" 1—e [二 | 
区 上 全 
(teos(OtE)) teim(otE) | | 
| (1 一 cos 亚 ) +sin? 下 in 下 sin 可 
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当 且 仅 当 9 = 一 x/n, 即 P 为 A,A, 中 点 时 等 号 成 立 ( 如 图 16-1). 
在 证 明 中 将 PA 旋转 于 二 Dx 
(即将 z 一 et 乘 以 er 和)， ey 


的 复数 辐 角 相同 ), 从 而 各 复数 模 的 和 与 和 的 模 相 等 ,并 通过 求 
和 得 出 结果 . 


(g) 在 (vi) 中 ,9 二 0 或 一 六 ( 即 己 与 A, 或 A, 重合 ) 时 , 取 


得 最 小 值 . 一 
: 2 设 P 在 正 多 边 形 AiA， dg 的 外 接 圆 的 Al Az,+1 上 . 证明 


2 | RAs | 3 | PA | (5) 
k=0 二 1 


解 令 ?= 2m 十 1. 采用 例 1 中 的 记号 及 例 1(vi) 的 方法 ,将 PA,，PA, ，.…， 
PA 旋转 到 PA 的 方向 ,将 PA ，PA。,…，PAs, 旋 转 到 PA, 的 方向 . 


k=0 
= >，| ze*t—ett! |= > (ze 一 ex)|. 
k=0 k=0 
» 3 | PA,, a > | = 一 ex | 一 | ze 一 tr-D 一 ekt! 
FE 
et ek+1 | 
= 之 过 
2mr+1 
二 | 流放 3 < | (利用 (1)) 
类 一 mm 十 1 类 一 mi 二 1 
= |= ye — Der | = 2 De — De | 
k=0 k=0 k=0 k=0 
所 以 (5) 式 成 立 . 


注 (i) 当 n 二 3 时 ,就 是 一 个 很 熟悉 的 几何 命题 : 正三 角形 ABC 的 外 接 圆 的 及 
上 一 点 P 到 A 的 距离 等 于 PB ，PC 之 和 . 

(ii) 本 题 也 可 以 用 三 角 或 者 托 勒 密 (C. Ptolemy, 约 90 一 168) 定 理 证 明 . 

例 3: 如 果 凸 多 边 形 AiA,…A, 内 有 一 点 O ,满足 AOQA, = 人 人 4:Q4; 三 … = 


ER | (6) 
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解 ” 以 O 为 原点 ,A1， As，…，A, 及 P 的 复数 表示 分 别 为 al，az，…，q， 及 z, 则 
> | PA |= 2 | 过 一 不 
= 2 | * a | te = e”) 
-Dn 
一 | 一 ae | 
一 2 1ae™ | 
= | | 
= 2, | OAs |. 


例 3 中 的 O 点 相当 于 三 角形 中 的 费 马 点 .证 明 中 | 六 ae -| = > | ae 一 | 是 因为 
ae 均 与 OA， 的 方向 相同 . 
JE 凸 边 形 AiAs…A, 内 接 于 单位 圆 . 求 它 的 所 有 边 及 所 有 对 角 线 的 平方 和 
的 最 大 值 . 在 取得 最 大 值 时 , 凸 多 边 形 有 什么 特点 ? 
解 以 圆心 O 为 原点 ,As 的 复数 表示 为 as (lk 过 n ), 则 
2 la—al 


ls ,tn 


-5 haa 


ls,t=n 


= 党 ED od 


2 ls,t=n 
=n:— >，(aa 十 Ga,) 
1 三 ?tm 
一 :得 一 | mtart=a Th 
2 
< 


最 大 值 刀 在 a 十 oz 十 … 十 o 二 0, 即 O 为 多 边 形 重心 时 取得 . 
例 5 任 给 n 个 点 Pos-Prs wis 1% ,证 明 在 单位 圆 上 存在 点 A 满足 


] 1 | Wp» lS 
大 一 1 


解 设 e 为 1 的 n 十 1 次 方 根 efi, 邻 f(z) = z(z—z1)(z— zo) "(zo 2 ). 


这 里 Z1， 2 ”9 Ty 是 Pi， Pyy EE 的 复数 表示 . 
熟知 f(z) 一 2 一 ma 十 oz 十 … 十 (一 1)"rosz， 所 以 
FU 一 工 二 0 十 开 十 和 十 人 Ta 
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fle)=1—oe’ To 二 十 (一 1)"oe, 


AUE*) = T —oes 十 gre”™! TE A 


相 加 并 注意 2je* = 0 (1 之 上 有志), 得 f(]) 十 fle@) 二 +… 十 fle') 二 nn 十 1. 
二 0 


于 是 | f(D | 二 | fe | 十 和 十 | fe | 
之 | f(1) 十 f(e) 十 … 十 fl(e") | 
二 nn 十 1. 
从 而 有 菜 个 hh 使 | fle*) | 宇 1.A = ee 即 为 所 求 的 点 . 
2 如 图 16-2, 已 知 正方 形 ABCD，AEFG 的 中 心 分 别 为 互 , J, TI 为 ED 中 
点 ,天 为 BG 中 点 .证 明 四 边 形 五 JJK 是 正方 形 . | 


图 16-3 


这 道 题 当 然 可 以 “就 题 论题 ”地 给 它 一 个 (几何 或 复数 的 ) 证 明 . 但 最 好 能 看 得 更 深 
更 远 一 些 ,揭示 出 问题 的 实质 ,将 它 推广 到 一 般 的 情形 . 

为 此 ,我 们 需要 选择 适当 的 记号 (有 些 时 候 , 记 号 是 重要 的 ,好 的 记号 有 助 于 发 现 规 
律 ) ,我 们 将 正方 形 AEFG 的 顶点 A, EE, 下 , G 改 记 为 C"，D'，A'，B' ,并 将 命题 叙 
述 成 : 

已 知 两 个 正方 形 ABCD, A'B'C'D', 则 AA',， BB', CC’ ,DD' 的 中 点 组 成 一 个 正 
方形 . (我 们 取消 了 A 与 C 重合 的 限制 , 即 已 经 把 命题 推广 了 一 步 . ) 

凡 正 方形 都 是 相似 的 . 因此 我 们 希望 能 将 命题 推广 成 : 

连结 两 个 同 向 相似 多 边 形 的 对 应 顶点 ,这 些 线段 的 中 点 组 成 的 多 边 形 与 已 知 的 多 
边 形 同 向 相似 (如 图 16-3). 

这 里 所 谓 同 向 是 指 沿 多 边 形 边界 顺 次 走 过 Al, A;，…, A, 与 A1,， A;,…，,，A’ 都 
是 反 时 针 方 向 或 都 是 顺 时针 方 向 . 没有 这 个 条 件 结论 是 不 成 立 的 (例如 设 正 三 角形 
ABC 的 三 边 中 点 为 也, EE, 下, 则 ADFE 与 AABC 相似 但 不 同 向 ,AD, BF, CE 的 中 点 
构成 的 三 角形 不 是 正三 角形 ). 
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这 一 命题 用 复数 来 证 比较 简单 . 
设 多 边 形 顶 点 A, ，A; 的 复数 表示 分 别 为 a;, ai (i 二 1，2，…, n). 由 于 两 个 多 边 


形 同 向 相似 ,所 以 二 2 ee 
(与 i 无 关 ), 模 就 是 相似 比 , 辐 角 是 边 A,A,,1 转 至 A'A, 的 方向 所 转 过 的 角度 
设 A 的 复数 表示 为 a? (Gi = 1, 2;…, 0), 则 二 六 (ai 十 o) 于 是 


4 Ud / / 
am a 1 ct 十 at 一 4 一 4 1].) 
2 本 


dn —W 2 i 一 丰 


六 (1 十 O) 是 固定 复数 (与 i 无关) ,因此 多 边 形 A1A2…A 与 A1A，…A, 同 向 相似 . 


上 面 的 命题 还 可 以 再 推广 ,中 点 可 改 为 定 比 分 点 . 更 一 般 地 ,有 下 面 的 命题 : 

设 n 边 形 A1As…A, 与 Al1Az…A, 同 向 相似 ,以 AiA; 为 一 边 作 AAA,A; . 如 果 
AAAiA?YG 二 1, 2,…, n) 彼 此 同 向 相似 ,那么 nn 边 形 ATA2…As 与 A,A:…A, 同 向 
相似 . 

我 们 知道 定 比 分 点 的 复数 表示 就 是 将 A; 与 A; 的 复数 表示 分 别 乘 以 给 定 实数 )， 
1 一 4A, 然后 再 相 加 . 将 这 分 点 绕 A; 旋转 一 个 固定 角 0, 即 乘 以 e* 就 得 到 命题 中 的 A'. 
因此 ,上 面 的 命题 也 可 以 表述 成 : 

设 n 边 形 S 与 S' 同 向 相似 ,那么 对 任意 复数 a,B, 多边形 aS +6S 也 与 S 同 向 
相似 . 

这 里 aS 十 5 和 意 指 顶点 为 aa; 十 应 ! (i 二 1，…, nn) 的 nn 边 形 S” (a;, a; 是 S，S 的 
顶点 ). 

证 明 很 简单 ,对 正 实数 ~, n 边 形 rS 与 S 同 向 相似 (原点 是 位 似 中 心 ). re*。S 即 再 
将 r+. S 绕 原点 旋转 0 角 , 当 然 也 与 S 同 向 相似 . 这 样 ,对 任意 复数 a 与 8， 2aS, 2BS 都 


与 S 同 向 相似 . 由 前 面 关 于 中 点 的 \ 已 经 证 明 的 命题 ,得 aS 十 多 /一方 (2aS 十 26S') 与 S 


同 向 相似 . 

用 线性 代数 的 语言 来 表述 ,就 是 : 

同 向 相似 的 n 边 形 是 复数 域 上 的 癌 量 空间 . 

:中 和 ” 自 四 边 形 ABCD 各 边 的 中 点 G; 向 外 作 垂 线 , 并 
取 GO;(i==1, 2, 3, 4) 等 于 这 边 边 长 的 一 半 , 则 O10O; 与 0,O， 
垂直 并 且 相 等 (如 图 16-4). 

解 设 A, B,C， D 的 复数 表示 分 别 为 a， b,c, d, 则 G, 


为 2 广 & ,GD 一 4 一 2 一 全 2， G0 = 入 所 以 0 
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同样 O, 为 ”元 < 十 5i 所 以 OO, 为 


eg 


_5+ce—a—d ;a+b—c—d. 
| 1. 


4 二 2 二 < 一 <i)i 于 是 QQ, 与 CO 的 长 度 相等 并 且 互 相 垂直 . 


例 7 也 可 以 换 一 种 说 法 : 以 四 边 形 ABCD 的 边 为 边 向 
外 各 作 一 个 正方 形 , 设 它 们 的 中 心 分 别 为 Oi, O;, O;, O;,， 
则 O10O; 与 OO, 垂直 并 且 相 等 (如 图 16-5). 

显然 四 边 形 O,O;O;O, 的 中 点 构成 一 个 正方 形 , 边 与 
O10O; 或 0;O, 平行 ,并 且 等 于 它们 的 一 半 . 这 是 下 述 定理 的 
一 个 特例 . 

二 以 多 边 形 A1A,…A， 的 边 为 底 边 ,向 外 作 底 角 为 


到 一 屯 2 的 等 腰 三 角形 ,这 些 三 角形 的 顶点 组 成 新 的 边 形 ,再 以 它 的 边 为 底 ,向 外 作 


沪 
MU 


角 为 下 一 到 的 等 腰 三 角形 . 这 样 继续 下 去 , 共 作 一 1 次 , {如 ,hs，…, kh) 二 {1 
2，…, ma 一 1}. 则 最 后 一 步 所 作 的 等 腰 三 角形 的 顶点 是 同一 个 点 . 
注 外 (内 ) 部 是 指 沿 多 边 形 边界 依 逆 时 针 方向 前 进 时 右 ( 左 ) 边 的 区 域 . 当 至 一 


到 一 0 时 ,实际 上 是 向 内 作 底 角 为 开 ; 一 于 的 等 腰 三 角形 
这 是 B. H. Neumann 1942 年 发 现 的 定理 . 证 明 如 下 : 
令 Bi — e* k, 9 


Ci de i i 了 。 Rk;, 


1] 一 e， 2nk ，。 2TR， k,n 
J. 1 一 cos 一 过 — 1s1n —— 2sin 
n nn n 
/ 
ts 一 ]—e. 上 
上 一 起 


(J = 1],2, ,nn—l1; ‘k1,， R2y 293 kei} 一 人 1，2，…， n 一 1)). 又 用 上 表示 将 A， 变 为 
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AH CA = Ai), 妈 TiA, = An. 
这 样 ,第 一 次 作出 的 顶点 Aiz( 以 AiA;, 为 底 边 的 等 腰 三 角形 的 顶点 ) 为 
Ai = ciAl 二 aAs = (ci 十 cibA， 


(这 里 将 点 与 它 的 复数 表示 用 同一 个 字母 表示 , 算 子 可 与 通常 的 字母 一 样 使 用 ). 
同样 
7 (ca 十 cit)A，， 


An 一 (cj 十 ct)A，. 
第 二 次 作 图 所 得 点 为 


Al»3 -一 co 十 coAys es (cs 十 cst) (ec 十 DA 9 


站 wub (Te 十 ci) )A,. 
第 ”一 1 次 作 图 所 得 点 为 


Ai.s -vs 一 ( 订 c 十 ct))A; = (号 eA, 
j=1 


je Ty 
nl 

= 人 (f(z) = xz 二 za 十 … 十 1 一 Tcz=e)) 
j=1 


加 ] _ 1 三 
= 二 2A1 = nS 


Bh Al, >, …， "是 多 边 形 A1A,…A， 的 重心 G. 

由 于 经 轮换 上 式 右 端 不 变 ,所 以 第 | 次 作 图 所 得 的 点 A:， 3 A;. i 
A,. 1 7 一 ] 与 Al, 2，…， :是 同一 个 点 G. 

第 n 一 2 次 作 图 所 得 的 每 两 个 相 邻 顶点 玉 , 下 到 G 的 距离 相等 ,并 且 人 GEF = x/2 
一 kjx/n. 所 以 第 n 一 2 次 作 图 所 得 的 多 边 形 是 正 n 边 形 . 

例 7 是 B. RH. Neumann 定理 在 nn == 4 时 的 特例 . 

?一 3 的 特例 即 拿破仑 (Napolton Bonaparte，1769 一 1821) 定 理 
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以 任意 三 角形 的 边 为 底 向 外 作 正 三 角形 , 则 三 个 正三 角形 的 中 心 构成 正三 角形 . 
例 8、 例 6 有 很 多 特殊 情况 ,它们 常常 是 很 有 趣 的 几何 问题 ,请 读者 自己 举例 研究 . 


习 题 16 


1， 多 项 式 f(x) 一 如 十 az 十 … 十 an 中 系数 均 为 实数 ,au 天 0. 如果 (ai 一 as 十 …) 
十 (1 一 ao 十 …)2 二 1, 证明 f(x) 必 有 虚 根 . 

SR ay Br oo i € {Os ls 2 那么 多 项 式 
f(z) 一 ao 姑 十 az 十 … 十 an 的 根 的 实 部 小 于 4. 

3. 设 aoai…au 一 aoX10" 十 ai X10 一 十 … 十 an 是 一 个 质数 的 十 进 制 表示 ,对 二 1, ao 
二 1. 证明 :多项式 f(x) 一 ao 屏 十 az 十 … 十 an 不 能 分 解 为 非常 数 的 整 系数 多 项 

4 如 果 正 ) 边 形 的 顶点 可 染 上 若干 种 (至 少 两 种 ) 颜 色 ,每 种 颜色 的 顶点 恰好 构成 正 多 
边 形 .证 明 其 中 必 有 两 个 正 多 边 形 全 等 . 

和 有 才 1 二 1, 23 二 ) 的 六 为 15 证 明 去 | 一 |* | 的 一 包 [+| zi |* :| 


-4 一 地 2 I | Zi (z2 — 23) + 23 (2 CO— 21) + za (ZI 一 %3) |S 


6. 四 边 形 ABCD 中 , 人 DCB = DAB = 30", M 为 AC 中 点 ,P, Q@ 分 别 为 B 到 AD 
与 CD 的 重 足 .证 明 人 PMGQ 是 正三 角形 

7. 正三 角形 ABC 的 中 心 为 M, D, 玉 分 别 在 边 CA, CB 上, CD = CE. 点 下 使 四 边 形 
DMBF 为 平行 四 边 形 , 证 明 八 MEF 是 正三 角形 . 

8. 设 忆 为 任意 一 点 ,a, b,c 为 人 ABC 的 边 长 .证 明 2) (PB，PC)/(&e) 宇 1. 特别 地 ， 
设 忆 为 人 ABC 的 重心 ,导出 2》) (mwm.)/ (be) 三 9/4. 


9. 设 复 系数 多 项 式 P(z) 一 az 十 az 1 十 … 十 ao 在 单位 圆 | zx| 王 1 上 ,| P(z) | 过 
M., em [| 远 [eM ts 0g. mh 


十] 


ntl 

10. 证 明 : 对 平面 上 任意 nn 十 2 个 点 A (1 过) 和 过 2 十 1)，P， 性 有 之 :下 | 六 
j=1i=1] 
ti 天 jj 
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第 17 讲 不 等 式 (一 ) 


数学 中 ,常常 需要 比较 两 个 (或 几 个 ) 量 的 大 小 ,或 者 对 某 个 量 进行 估计 . 这 就 导出 
形形色色 的 不 等 式 . 

一 、 不 等 式 与 恒等式 

不 等 式 与 恒等式 有 密切 的 联系 . 

将 一 个 恒等式 略 去 一 些 项 或 一 些 因 式 , 就 可 以 产生 一 个 不 等 式 . 几乎 所 有 的 不 等 式 
都 可 以 用 这 样 的 方法 产生 ,用 这 样 的 方法 证 明 . 

但 是 ,不 等 式 的 证 明 仍 然 比 恒 等 式 困 难得 多 .“ 恒 等 式 一 旦 写 出 来 ,就 成 为 显然 的 . ” 
不 等 式 , 甚 至 极 简单 的 不 等 式 , 证 明 起 来 可 没有 那么 便当 ,因为 你 不 知道 相应 的 恒等式 . 

到 哪里 去 寻找 它们 呢 ? 

唯一 的 方法 是 仔细 观察 .反复 思考 ,发现 问题 的 特征 ,根据 它 还 原 出 那个 产生 这 个 
不 等 式 的 恒等式 . 

已 知 有 盖 a>E>>0, 求 证 ， 


& 一 (QQ 十 8 十 c)R 十 (中 十 十 吧 ) 之 0. wt 


解 已 知 条 件 告诉 我 们 & 一 a 二 0,& 一 5 二 0,& 一 c 二 0. 而 (1) 的 左边 使 我 们 想到 
(以 a, b,c 为 根 的 ) 三 次 方程 的 韦 达 定 理 (或 a,b,c 的 初等 对 称 函 数 ). 于 是 有 
0<{(k—a)l(k—b)(k—c) 
= (ab+ok + (a tca)k— abc 
二 一 (a 十 b 十 Ok? 十 (ab 二 be 十 ca)k. 


从 而 (1) 式 成 立 . 

注 〈i) 我 们 在 一 个 恒等式 中 略 去 一 项 一 abc, 然 后 再 略 去 因数 &, 便 导出 所 需要 的 
不 等 式 . 

(ii) 本 题 也 可 叙述 成 如 下 形式 : 

如 果 a 是 正 数 a, 5, c,d 中 最 大 的 ,那么 

ald—b) +b(d—o) ted—a) <d:. (2) 

这 种 形式 似乎 离 上 面 的 恒等式 更 远 了 . 

(iii) 如 果 利 用 二 次 三 项 式 的 判别 式 , 则 比较 麻烦 ,因为 (1) 式 左边 的 判别 式 并 非 永 
远 小 于 0. 就 本 质 ( 而 不 是 就 形式 ) 而 言 ,(1) 是 一 个 三 次 的 不 等 式 . 

(iv) 处 理 非 齐 次 不 等 式 的 这 种 手法 ,后 面 还 会 用 到 |. 

已 知 a 十 太 十 c 十 d? = 1, 求 证: 
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(二 十 殉 4 十 [二 填 友 寺村 十 过 二 十 4 十 人 证 征 赴 克 (3) 


解 已 知 条 件 表明 四 次 式 (a 十 下 十 十 d)? 等 于 1.(3) 式 的 左 端 也 是 四 次 式 .我 
们 希望 挖掘 出 这 两 个 四 次 式 的 关系 . 由 于 (ae 十 六: 中 a 的 奇 次 项 在 (a’ 十 扩 十 c 十 d*) 
中 不 出 现 , 它 们 需要 与 (a 一 5)* 中 相应 的 项 抵消 . 所 以 ,应 当 利 用 恒等式 
(a 十 6 十 (a 十 c) 人 十 (a 二 d) 人 十 (6 十 c 十 (6 十 d)* 十 (c 十 d)* 十 
(a 一 6 十 (a 一 十 (a 一 di 十 (6 一 十 (6 一 qd) 人! 十 (c 一 qd)* 
一 6(a2: 十 世 十 c 十 吧 )2. (4) 
由 (4) 立 即 得 到 (3). 
过 村 证 明 柯 西 不 等 式 
(ai 站 十 azb 十 十 ap 二 (@ 十 时 十 十 da2)( 村 十 用 十 十 妊 ). (5) 
解 (〈@ 十 民 十 十 qa)( 术 十 机 十 十 下 ) 一 (qb 十 azbz 十 … 十 anbn)?* 二 (aib 
一 Corp 闲 十 (aibs — asab Tr 十 十 (a，1D， 一 | ， (6) 
从 而 (5) 式 成 立 . 
注 ” (1) (6) 称 为 拉 格 朗 日 恒等式 . 
(ii) 证 明 恒 等 式 (4) 或 (6) 成 立 ,不 必 将 每 个 括号 展开 后 得 出 的 项 一 一 写 出 . 应 当 利 
用 观察 与 心算 ,注意 那些 未 曾 抵 消 的 项 ,更 确切 地 说 ,只 需要 注意 一 两 个 代表 项 ((4) 中 
的 a! 9 a:b: > (6) 中 的 ai 已 9 —2aibia jb;). 
(iii) (5) 的 证 法 很 多 ,这 里 只 介绍 利用 恒等式 的 一 种 . 


中 村 设 入 A1A,A; 与 AB, B, B, 的 边 长 分 别 为 al ，az， as 与 轴 ， bs，b;, 面 积分 别 
为 Al, 人 ;:. 又 记 
H=a(—F 二 十 B) 二 a(B 一 bi 十 B) 十 as(b 十 bi 一 b:). 


2 
则 对 于 XA € { 生 , 乞 , 印 }， 


H>80A 十 之 A 引 ). (7) 


解 ” 关 于 三 角形 的 面积 ,我 们 有 海伦 (Heron of Alexandia, 约 1 世纪 )- 秦 九 韶 ( 约 
1202 一 约 1261) 公 式 
人 = 2a’a? 十 2aza3 十 2aial 一 ai 一 ai 一 Q3， 
人 ;一 266: 二 2bb +206 —b—b—b. 


记 D; = VAa’ 一 i (i= 1, 2, 3), 
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则 有 恒等式 H—8(4A! + 人 A ) 


一 到 (下 十 十 Diz ) 一 (Di D， 十 D;D; 十 D:D). (8) 


2 
当 X 一 时 ,D, 二 0, (8) 式 成 为 
1 
H—8(2A: + 人 AA)= 记 (D: 一 本 法 
bb 
于 是 (7) 式 成 立 . 同 理 (7) 式 对 4 = 2 或 一 成 立 . 
3 


注 (i) 从 例 4 不 难 导出 更 一 般 的 结论 ; 设 py = min{ 蕊 , 呈 , 号 |， ， 一 
max| 蕊 ， 过， 号 |， 则 对 于 区 间 [y, vj 中 的 一 切 %,(7) 式 成 立 . 


(ii) 上 面 的 证 明 及 (iD 中 的 推广 都 属于 宁波 大 学 陈 计 先生 . 
四 方程 x 十 ar? 十 tI 十 c= 二 0 的 三 个 根 a, B, YY 均 为 实数 ,a = 2 十 2. 证 明 


ha (9) 
解 ” 由 韦 达 定理 ， 
a —26b 二 (a 十 B 十 7)? 一 2(aq8 十 BY 十 Xa) 一 圭 十 尿 十 记 ， 
|a—~cecl|?= (a+B+i+7y— ofy)’. 
我 们 有 恒等式 (a 十 8 十 7 一 o87Y)? = 2(o8 一 1)(By 一 1)(ya 一 1) 
十 2 一 吧 尿 关 十 邓 十 尿 十 了。 (10) 


由 已 知 @ 十 FF 十 挛 二 2, 从 而 8 二 1, 有 BY 三 1, xa 声 1. 这 样 ,(10) 导 出 (a 十 8 十 7 一 o8y) 
过 4, 即 (9) 式 成 立 . 
例 6 人 ABC 的 边 长 为 a 9 b， c, 周 长 为 2 求证 


a 十 也 十 Cc 十 2abc 二 2. (11) 
解 ”我 们 有 恒等式 (可 与 例 1 比较 ) 


2 一 0 一 
一 和 一 20a 十 5 十 GT 十 十 oa) 一 co 
一 2 一 2(a 十 5 十 c) 十 (十 2 十 ec 六 一 (十 瑚 十 十 2apc)， (12) 


由 于 a 十 5 十 c = 二 2, 所 以 (a 十 5 十 c)? = 2(a 十 b 十 c), 又 三 角形 的 每 条 边 小 于 周 长 的 一 
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半 , 所 以 a 二 1,5 二 1,c 二 1. (12) 左 边 为 正 , 因 此 (11) 成 立 . 
又 解 ” 先 将 (11) 改 写 为 三 次 齐 次 式 


二 


2 
一 于 (ze 十 5 十 oa， (13) 
(13) 即 27a 一 >)a2(0 十 c) 十 2abc 一 0， 
亦 即 Te+ec 一 a) 二 0. 
最 后 一 个 不 等 式 显然 成 立 . 
一 ,一 次 形式 


二 次 形式 (二 次 齐 次 式 ) 的 正定 ( 负 定 ) ,可 以 用 它 的 矩阵 的 顺序 主子 式 大 于 (小 于 )0 
来 证 明 . 另 一 种 更 为 常用 的 方法 是 配方 (实际 上 也 是 借助 于 恒等式 ). 
加 证 明 a: 十 中 十 口 田 十 到 十 wx 
解 导 十 妇 十 c 一 ( 员 十 克 十 oa) 
1 


= 方 (a 一 6b) 二 去 (6 一 c) 十 广 (c 一 0 和 


2 A, B,C 为 人 ABC 的 内 角 . 求证 对 任意 实数 z， y，z， TY 十 2: 一 
2xy cos C—2yz cos A— 2zr cos B=0. (14) 
解 x 十 y 十 z* 一 2xy cosC 一 2 cosA 一 2zr cosB 
= (x —2xry cosC—2zr cosB)++y++z —2yz cosA 
= (zx— ycosC—zcosB)’+ ysinC+tzsinB 
—2yz cos A— 2yz cos BcosC 
= (rz—ycosC—zcosB) + (ysinC— zsinB)’. (15) 
最 后 一 步 利 用 了 cos A = cos(r 一 也 一 C) = 一 cos(B 十 0) 
= sin B sinC— cos B cosC. 
由 (15) 立 即 得 到 (14). 
注 (i)“A, B,C 为 人 ABC 的 内 角 ” 可 改 为 较 弱 的 条 件 “ A 十 B 十 C= (2n 十 Dn”. 
(na) (14) 左 边 是 xz，y, z 的 二 次 形式 , 它 是 半 正 定 的 ,所 以 行列 式 
1 cosC, cosB 


cosC 1 cos A 
cosB cosA 1 


(16) 可 以 说 是 由 (14) 诱 发 出 来 的 不 等 式 . 反 过 来 ,(16) 成 立 也 导出 (14) 成 立 . 所 以 
这 两 个 不 等 式 是 等 价 的 . 


= 1—cosA— cos:B— cos:C 


(16) 
十 2cos A cosBcosC 二 0. 
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(iii) 在 A 十 B 十 C = 2nx 时 ,我 们 有 
TT: 十 十 十 2Xy cosC 十 2yz cos A 十 2zr cos 另 之 0. (17) 


A，B, CC 直接 导出 . 
号 了 ,wy 为 任意 实数 ,a, b,c 为 人 ABC 的 边 , 人 为 这 三 角形 的 面积 ,证 明 


Ci 0 (18) 
当 上 且 仅 当 X :py:y== (十 一 2) : (0 十 @ 一 成) : (a 十 避 一 必 ) 时 成 立 . 
解 A, u,v 的 二 次 形式 Ga? 十 J ?十 wwe?)? 一 16( 几 十 内 十 MA 
= A 二 L200 —8A)+ae— 8A')| 
+ Cb + ye + 2 (bc: — 8A)] 
一 ad41: + 2ALya’b’cos 2C++ wc cos 2B] 
二 [pb! +yvc +2b’c:cos 2A] 
= (a‘At+ bp cos2C+ cy cos 2B)’ 
+(bn sin2C—rc ysin2B)” >0. 


和 
= 
注 (Gi) (18) 也 可 借助 于 (17) 导 出 : 
(az +p + ue’)’ 
= Xat+pb ye 二 2a b 十 21a62c2 十 2Ac2a2 
三 一 2Mwa2bcos 2C— 2b’c’cos 2A— 2W cos 2B+ 2a’b’ + 2b °c + 2 a 
= 4Mua’b’sin C+ hb’ csin A 4wnc’a’sin’B 
= 16A’° (XY 二 jw 二 以). 
这 一 证 法 属于 陕西 高 陵 县 二 中 王 扬 先生 . 
(ii) (18) 是 一 个 强 有 力 的 不 等 式 , 利 用 它 可 以 导出 许多 不 等 式 . 如 令 人 一 了 ,一 
v 三 z 便 可 得 到 (17) 与 (14) (参见 注 (i)). 令 和 三 六 一 v 便 得 到 


az 十 刀 十 cz 三 4V3A 人 (Weitzenback 不 等 式 ). 
令 4 二 贡 十 一 diy 三 全 十 i 一 妇 ，,v 二 Qi 十 负 一 cl， 这 里 a1, 如， 为 任 一 三 角形 
的 三 条 边 , 则 Bw = Dfat— (8c)] = 2) (af— ct 二 2b?c?) 
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一 
其 中 入 | 为 这 个 三 角形 的 面积 . 从 而 有 
5 十 ci 一 af) 宇 16 和 信和 八 ! ( 匹 赛 (D. Pedoe, 1910 一 ”) 不 等 式 ). (19) 
这 个 不 等 式 也 是 (7) 的 直接 推论 . 
三 、 调 整 与 转化 
在 含有 多 个 变 元 的 不 等 式 中 ,我 们 常常 将 某 个 或 某 几 个 变 元 的 值 作 适 当 调 整 ( 增 
加 或 减少 ) ,使 它 ( 们 ) 等 于 定 值 或 其 他 变量 ,从 而 原 不 等 式 转化 为 新 的 、 更 强 的 不 等 
式 ( 由 这 新 不 等 式 可 导出 原 不 等 式 ) , 它 的 变 元 较 少 或 者 较 易 处 理 . 所 谓 “ 放 缩 法 ”, 也 
是 一 种 调整 . 
[是 aa， b,c 为 正 实数 ,求证 
a‘brc > (abc) ~. (20) 
解 ”不妨 设 a 三 2 三 c, 由 于 (20) 是 齐 次 的 ,可 以 设 c = 二 1 (否则 取 上 ,使 ke = 1, 并 
用 志和 坟 各 向 六 wy bs .显然 a 之 22 二， 所 以 


Do (21) 
因此 ,(20) 可 从 brb’ > (bp (22) 


推出 (将 (21) 与 (22) 相 乘 即 得 (20)). 由 于 a 十 6 之 2 (22) 显 然 成 立 ,所 以 


(20) 成 立 . 
注 《0D 解 题 需要 条 件 , 没 有 条 件 时 ,可 以 设法 创造 条 件 . 本 题 先 排 序 , 设 a 三 2 伍 
c, 再 设 c = 1, 均 是 创造 条 件 . 
(Cii) 本 题 的 要 点 是 将 底数 a 调 为 5. 两 边 的 底数 均 为 5 时 ,不 等 式 就 成 为 显然 的 了 . 
指数 可 以 保留 不 动 , 如 果 一 起 调整 反倒 增添 麻烦 . 
0 设 a, b,c 是 八 ABC 的 三 条 边 , m 二 0, 求证 
pb ps 


a 
pm en, 


(23) 


解 ” 我 们 将 c 增 大 到 cc 一 a 十 内 所 -二 一 上 随 c 增 大 ,所 以 不 等 式 


a pb a++b 
I ie 


比 (23) 强 ((24) 可 以 推出 (23)). 


(24) 
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b 


a 
显然 rm er ap, 


a 二 +m 
所 以 (24) 成 立 , 从 而 (23) 成 立 . 

调整 后 所 得 的 不 等 式 , 必 须 是 正确 的 ,必须 不 比 原 不 等 式 弱 . 
例 12 已 知 1 X29 3 .4 VI» VY2? 满足 


之 之 Xi 之 4 (25) 
Zi 十 2 十 za 十 2 之 1 十 和， (26) 
证 明 X1X2T3T4 VY2. (27) 


解 ”首先 ,保持 yi 十 y 不 变 , 将 yi 调 大 (这 时 y 减少 ) 直至 yi ,yz 均等 于 y= 
半 志 内. 由 于 yy 在 这 过 程 中 增 大 ,所 以 只 需 证 明 


Ti > Ys (28) 
zi 十 二 十 十 之 29. (30) 
我 们 分 三 种 情况 讨论 : 
(1) y 三 4. 


显然 IT1XT2X3XT4 之 2 

(in 4<y 和 6， 

保持 和 zi 十 zy，zz 十 zs 不 变 ,将 x1， zz 调整 为 2. 然后 保持 和 zs 十 z 不 变 , 将 zs 
调整 为 2. 由 于 积 zi zzzszi 经 上 述 调整 减少 ,只 需 证 明 


2 a (31) 
由 于 i 
=y —(y—4)(y—12) 宇 YY,， 
显然 得 证 . 
(11) y 二 6. 


保持 和 mt Ra 不 变 . 如 果 这 两 个 和 均 大 于 等 于 y 十 2, 将 zs » 3 调 为 y, 这 
时 (28) 显然 成 立 . 如 果 只 有 zi 十 zi 三 y 十 2 (zz 十 zs 宇 y 十 2 与 此 类 似 ) ,将 x 调 为 y， 
zz 调 为 2, 然后 保持 和 zi 十 zs 不 变 ,将 zi 调 为 2; 如果 zi 十 zt， zz 十 zx 均 小 于 yy 十 2， 
将 Xl1.， AX2 调 为 2, 然 后 保持 和 2 十 3 不 变 ,将 其 中 较 大 的 调 为 y》: 总 之 ， 


zizazszl 之 22y(y 一 4) = 4y — 16y> YY. 


注 〈i) 在 调整 的 过 程 中 ,可 以 看 到 “变化 ”, 可 以 看 到 “运动 ”, 所 以 ,调整 法 比 其 他 
方法 显得 生动 . 但 一 定 要 注意 严密 ,注意 叙述 .严密 ,就 是 不 能 出 现 朴 漏 . 叙述 应 当 清 楚 ， 
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含混 不 清 的 地 方 往往 就 是 出 现 杖 漏 的 地 方 . 

(ii) 两 个 正 数 a, 2 的 和 为 一 定时 ,它们 的 积 6 = 地 [(a 十 b)? 一 (a 一 b)*] 随 着 差 
| a 一 65 | 的 增 大 而 减少 . 这 就 是 例 12 中 种 种 调整 的 根据 

对 于 三 角 不 等 式 ,不 少 人 感到 棘手 . 据 了 解 ,有 两 个 原因 : 第 一 ,没有 掌握 一 种 普遍 
的 解法 ,所 以 遇 到 题目 不 知 如 何 下 手 , 看 到 解答 也 只 知 其 然 ,不 知 其 所 以 然 ;第 二 ,有 些 
书籍 或 刊物 上 介绍 的 解答 ,用 到 不 少 其 他 的 知识 ,这 就 增加 了 问题 的 难度 . 

调整 法 ,是 证 明 三 角 不 等 式 的 常用 方法 ,简单 而 且 容易 依循 

站 站 昌 ”证 明 在 AABC 中 ， 


sinA+sinB+sinC< 93 (32) 


解 ” 首 先 注意 在 A = B = 二 C= 二 60" 时 ,(32) 中 等 号 成 立 . 因而 要 证 的 不 等 式 就 是 
sinA+sinB+sinC sin60° 二 sin 60° 十 sin 60", (33) 


不 妨 设 A 宇 B 宇 C. 于 是 A 宇 60", C 三 60". 保 持 和 A 十 C 不 变 ( 即 B 不 变 ) ,使 得 
A, C 中 一 个 被 调整 为 60", 另 一 个 为 A 十 C 一 60". 这 时 A 一 C 宇 | A 十 C 一 120° |， 


sinA 十 sincC 一 2sin 合计 Ccos 人 4 
pi 人 a (A 一 一 5 一 60” 


一 sin(A 十 C 一 60 ) 十 sin 60 ， 
即 sin A 十 sin C 经 调整 后 增 大 . 我 们 只 需 证 明 
sin(4A 十 C 一 60 ) 十 sin 吾 过 sin 60" 十 sin 60". (34) 


(34) 的 左边 = sin(120" 一 B) 十 sinB 
一 2sin 60 cos(60 一 B) 之 2sin 60" == 右边 . 
于 是 (34)，(32) 成 立 . 
(34) 的 证 明 就 是 保持 和 B 十 (A 十 C) 一 60° = 120° 不 变 ,将 B 调 为 60° 时 ,sin(A 十 
C 一 60") 十 sin B 增 大 . 
注 〈i) 从 上 面 的 解法 ,容易 看 出 (32) 中 等 号 当 且 仅 当 A = 二 B= 二 C == 60" 时 成 立 . 
(ii) 我 们 顺便 解决 了 一 个 极 值 问题 : 


在 人 ABC 中 ， sinA 十 sinB 十 sinC 的 最 大 值 为 33 ,并 且 仅 在 人 一 .及 一 心 一 .60 时 


达到 . 
如 果 运 用 正弦 定理 ,在 (32) 的 两 边 乘 以 2R ,就 得 到 , 
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内 接 三 角形 中 ,以 正三 角形 的 周 长 为 最 大 ,最 大 值 为 3 V3R. 
在 习题 中 ,还 有 一 些 三 角 不 等 式 . 


1. 证 明 ; 对 任意 实数 t,t 一 t 十 方 之 0 


2. a，b,， Cc 为 正 数 ,证 明 ;Vab(a 十 b) 十 ver(b 十 cc) 十 Vca (lc 十 a) 


VvV(a 二 0)(5 二 cc)(c 二 a). 
3. 7 个 非 负 实数 zi，zz，…，xzn 满足 工 ! 十 Zz 十 … 十 xX, 二 n, 证 明 : 


Xl 【 
a Fo i a 


4. 记 a 王 2 001. 设 A 是 适合 下 列 条 件 的 正 整 数 对 (m,n) 所 组 成 的 集合 : 
(iD) m2a; (ii) 2n | (Zam —m 十 ?12); 0) rn CO— m+ 2mn < 2aln— m). 
2am 一 7: 一 
A 
5. 证 明 : 在 八 ABC 中 ， 


(a) cos A+cosB+cosCZ; 
(b) sin 依 sin2 sin5 坟 二 
6. 证 明 ; 在 锐角 三 角形 ABC 中 , sinA 十 sinB 十 sinC 二 2. 
7. 证 明 : 在 人 ABC 中 ， sin A+sinB+sinC—cos A—cosB—cosC<203—3, 并 且 


在 三 角形 为 锐角 三 角形 时 ,上 式 左 边 大 于 1. 

8. 设 工 ， y， zx 为 实数 ,Ri，ARz，RsE(0O，1/2)， 有 Ri 十 姑 十 Rs 一 1. 证 明 :RiR2zRs (并 十 y 十 z) 7 
之 TyRa(1 一 283) + yzki(l — 2ki)+ zrk, (lO— 2k,). 

9. 设 数 a 具有 以 下 性 质 : 对 于 任意 的 四 个 实数 zl ，zz，Zzas，Zi, 总 可 以 取 整 数 忆 ，A2， 
ks，k4, 使 得 > (( 关 一 启 ) 一 (Zi 一 局 ))2 过 a, 求 这 样 的 a 的 最 小 值 . 


l<i<j<4 


10. a, 5, c 均 不 小 于 1, 证 明 : 
a 十 BB 十 Ca 十 3abc 三 as 十 太 十 0 十 3ab?c. 
11. (习题 5 第 5 题 的 加 强 ) 证 明 : 在 0 二 工 二 yy 二 zz 二 x/2 时 ， 
V2 二 2sin x cosy+2siny cosz > sin2zx+ sin 2y+ sin 2z. 
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12. 设 工 ， yz 之 0, 证 由 Schur 于 等 台 本 准 8f 谷 


yz(z 一 —(r—z)>0 
或 


去 自命 不 冰 杜 章 淖 一 限 季 办 晓 牺 介 折 一 站 

Ev - 倒 交 我 寺 Ey? 四 自 请 搞 明 , 生 使 不 
大 可 -生地 这 其 地- 大 区 曙 疡 宁 一 一 要 高 不 
0 


> 's 屋 烧 租 补 个 障 闪 芝 全 
一 和 二 庶 了 


( 坚 访 省 轿 ) "dD 十 "十 雹 sn 十 jin 

( 珠 提 最 搬 ) Ws 十 … 一 :sD 二 iD 和 

.( 膀 的 于 六 ) [4 us 十 性/ 三 

eR 4 | 必 千 入 十 议 辐 
A < (ud = (8)( 35 — 1D) 一 ( [an 十 dd) 全 (Aquan 十 :rm) 

Hl . 必 姓 会 下 是, 轴 恢 由 总 由 嫩 困 提 王 一 某 中 85 十 … 十 uw 十 ,dn 千本 于 泛 , 娩 视 
不 个 -一 民 酒 巨 辩 园 . 先 获 不 个 一 案 中 【[ 树 央 归 避 类 闭 济 ，… … 荣 生 硬 . 半 
.友基 


.双开 潮 非 诺 涤 出， ae 上 内 
: 湘 束 ， 嫌 戏 月 所 郑 了 采 趟 间 式 mr 091 坊 站 Ke 


: | > 
(了 > i -sa 二 am 二 下 十 … -hs = 二 二 和 


肖 高 小 大 及 HE 嫩 . 库 仍 妇 因 个 两 和 起 全 类 闫 二 讶 一 性 笑 库 失 合 趟 詹 苦 用 万 萎 
友 专 不 安 蒜 外 必 汝 . 员 际 | 二 4 ,国语 {9) 世 


fT 、 
(%) CS es A 3 nr< 
呈 闻 ;要 洗 个 一 了 听 se .SS ,了 宽 ,st vit 中 其 
Ke 2 PE > dD 5 iD 


a 性 CC 各 (8) 由 耐久 ,1 三 6. 并 然 自 基 眉 媒 歇 中 (8) 干 由 
: 根 省 ,如 五 民 、. 5 车 生 3 
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第 18 讲 不 等 式 (二 ) 


这 一 讲 介绍 如 何 应 用 一 些 重要 的 不 等 式 去 解 题 . 
不 等 式 ,虽然 源 自 恒等式 ,但 它 已 经 发 展 . 壮 大 ,具有 自己 的 特点 ,成 为 独立 的 分 支 ， 
不 需要 一 一 求 诸 恒等式 . 一 些 著名 的 不 等 式 , 如 排序 不 等 式 、 算 术 - 几 何平 均 不 等 式 、 柯 
西 不 等 式 、 闵 可 夫 斯 基 不 等 式 等 等 ,具有 广泛 的 应 用 ,它们 是 不 等 式 理论 成 熟 的 标志 . 
人 列 1 设 有 两 个 有 序数 组 al 三 as 三 三 a， 及 lb <… bh,. 
则 对 于 人 全， 的 任 一 排列 RE 
qb 二 azbz 十 … 十 anb， ( 同 序 的 和 ) 
宇 ab, 十 azb;, 十 … 十 ap， 〈 乱 序 的 和 ) 
之 Qlp， 十 azDb i 十 于 十 abi (逆序 的 和 ). 
解 对 于 任意 R， h€1!{l, 2, …， n}， 
(aib! 十 ak ) (aib, 二 ab1) ee (ai — ax) (bi — b,) 2 0. 
所 以 ,我 们 可 将 a15, 十 azbs 十 … 十 awb。 中 第 一 项 的 因数 5; 与 对调, 和 不 会 减少 . 同 
样 ,可 将 第 二 项 调 为 a25;,…, 依 此 类 推 即 得 例 1 中 第 一 个 不 等 式 . 同样 可 证 为 一 个 不 
等 式 . 


例 1 就 是 排序 不 等 式 , 也 称 为 排序 原理 . 
六 设 Ul» C2 Cn 为 互 不 相等 的 自然 数 , 求 证 : 


2 和 
i 和 (1) 


解 ” 使 用 排序 不 等 式 需 将 每 一 项 适当 地 分 成 两 个 因数 的 积 . 数列 (ai } 的 大 小 次 序 
与 {a,} 相 同 ,与 { 过 | 相反. 所 以 由 排序 不 等 式 


2 2 
Qi QT 
Bhi (2) 
其 中 刀 ， J2z， te 为 ls, 2, ,nn 的 一 个 排列 ,满足 
Qj < aj, < (3) 


2 


由 于 (3) 中 的 数 都 是 自然 数 , w, 宇 i, 从 而 由 (2) 得 2 ai 过 > 二. 


i 


中 昨 | 设 a, b,c 为 正 数 ,证 明 : 


第 18 讲 不 等 式 (二 ) 


a b C 等 
和 (4) 


解 、 由 对 称 性 ,不 妨 设 a 之 6 之 c. 这 时 二 -之 二 二 之 十 


所 以 由 排序 不 等 式 , 得 


和 pb 


C 
bi+c cia a+b” cia pi (3) 
b b 


[#4 Cc a Cc 
i (6) 
将 (5),(6) 相 加 即 得 (4). 
攻 设 s, 为 正 数 ,n 为 自然 数 . 证明. 
sl 十 mt 之 (十 1)tns， (7) 
解 ”由 于 ,上 与 ,xz (1 去 & 云 7) 同 序 , 所 以 
(5 一 1( 史 一 六) 之 0， (8) 
于 是 


s 十 mt 一 (12 十 1)zs 
= ns 
二 (5s 一 和 (ss 十 sr 十 呈 二 21 ) 一 nt") 
= (s—t)((s +(ei)t+t 十 (st)t"!) 
i 
即 (7) 式 成 立 . 
排序 不 等 式 的 适用 对 象 是 代数 和 ,其 中 每 一 个 加 项 都 可 以 表示 为 两 个 因 式 的 积 . 例 
4 虽然 没有 直接 援引 排序 不 等 式 ,但 用 到 同样 的 思想 ( 即 (8)). 


注 例 4 也 可 以 直接 利用 排序 不 等 式 ,即将 数组 ;, :, :,…, i 反复 自 乘 nn 十 1 次. 
在 每 次 均 用 > 乘 s 的 寡 时 所 得 各 项 之 和 最 大 ,每 次 均 用 乘 上 的 寡 时 所 得 各 项 之 和 
最 小 . 

党 设 户 委 访 委 … 委 加 . 求 阅 二 导 二 全 人 了 使 得 “距离 站 = (真一 并 7) 
于 ( 轧 > — xT)’ te (p, = 为 最 小 . 


解 设 记 二 二 (pi 十 pr 十 … 十 p,). 很 自然 地 猜测 在 zi 一 z 一 … 二 zx, 博时， 


ad 为 最 小 . 即 (Pi 一 元) 十 (办 一 22) 十 十 ( 力 一 并 oo) 
之 (DC— pp) 二 (ps— pp) 二 二 + (pC— pp)’. (9) 
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不 妨 设 p = 二 0, 否则 用 p, 一 代替 pi,z; 一 pp 代替 zz;. 因此 ,只 需 证 明 


> (pi— zx) 2. (10) 
(10) 左边 = 了 十 Dz 一 22zip; 之 2 一 22Jzipi, 只 需 证 明 
Dxipi 0. (11) 
由 于 {p) 与 {zx} 逆序 ,所 以 对 1，2,…, n 的 任 一 排列 站 ,js。，…，, j,, 均 有 
zip < 2 Pin (12) 


逐次 取 j; 一 1 十 1， i 1 i i—1(1i < 一 Ls 2 汪汪 1) ， 然后 将 所 得 的 n 个 形 如 
(12) 的 不 等 式 相 加 得 


"Dp < Dp = (Pr) (PP)=0 


(最 后 一 步 是 由 于 p 二 0 ) ,这 就 是 (11). 因此 (10)，(9) 均 成 立 . 

将 若干 个 形 如 (12) 的 不 等 式 相 加 以 产生 所 需要 的 结果 ,是 例 5 的 关键 . 这 一 方法 在 
例 3 中 实际 上 已 经 用 过 . 

用 这 个 方法 ,不 难得 出 

加 如果 志和 2 二 过 a1y 拉 过 刀 三 … 二 ,那么 


2 > 和 (13) 
i=] 


它 称 为 契 比 雪夫 (IL 抱 deppmeg，1821 一 1894) 不 等 式 .在 (ai;)} 或 { 筷 } 中 恰 有 一 个 改 为 
相反 的 顺序 时 ,(13) 的 “三 ”也 改 为 “三 ”. 

算术 -几何 平均 不 等 式 也 是 经 常 使 用 的 不 等 式 (简称 为 A- G 不 等 式 ): 

设 al ,az ，…，a 为 非 负 实数 , 则 


人 二 0 (14) 


7 一 2 或 3 的 情况 ,在 中 学 里 尤为 常见 . 
例 7 设 ai » CQC29 ”9 an+1 为 非 负 实数 ,求证 


(Stohr ararma ) 


n 


nt D (2 Yaaran ). (15) 
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解 (n 十 1) (二 二 a 诗 


na 人鱼 十 az 十 …… 十 z。 一 yaiaz'an ) 


n 
一 Qn+l 一 (2 十 1) 人 CI1ICQC2 "Cn 二 1 十 mWalaz…an。 
设法 化 去 根 号 . 为 此 , 设 CI1Q2 "Qnr 一 ee 9 Cn+l 一 -i 9 Sst 2 0， 则 上 式 


一 sm 一 (n 十 1)f's 十 mt 
宇 0. Sr 


最 后 一 步 是 根据 (7). 
由 (15) ,我 们 得 到 


nn 一 Var 


n 


三 … > 3( 生 二 全 二 4 一 yaiazas ) 
之 2( 生 广 2 aaz > 0. 


这 是 A - G 不 等 式 的 一 种 证 明 ( 据 统计 ,A - G 不 等 式 的 证 明 有 几 十 种 )， 
加 辐 <，2%，c 都 是 正 数 . 证明 


apgc 之 (十 5 一 C)O 十 c 一 C)Cc 十 一 D)， 


(16) 


解 ” 如 果 a 十 6 一 c, 6 十 c 一 a c 十 a 一 6 中 有 负数 , 设 a 十 6 一 c 二 0, 则 c 二 a 十 6b， 


b 十 c 一 a 与 c 十 a 一 6b 均 为 正 数 .(16) 右 边 为 负 , 结 论 显 然 成 立 . 
设 a 十 8 一 c, 5 十 c 一 a, c 十 a 一 5b 均 非 负 .由 A--G 不等式 ， 


/Ca To—c bc— 8) < = b. 


同样 有 (注意 轮换 性 ) V(b 二 +c—a)(c+a—b) 过 ce， 
(c+a—)(a+b—) a 
将 (17)，(18)，(19) 三 式 相 乘 即 得 (16). 
卫 了 已 知 a, a 为 正 , 并 且 行 列 式 
a ob 


求证 行列 式 


CL 


(18) 
(19) 


(20) 


(21) 
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这 里 行列 式 | 即 表 达 式 ac 一 如， 


解 记 本 一 
因为 


b cl 
a—a’ bb—b 
b—b c 一 cc 
一 2 一 ac 一 ac 十 200 ， 
而 由 A- G 不 等 式 有 ac 十 ac 三 2 aa'cc’ 
一 2\/ (kb)(k++b?) 
= 2A/ kbb? kb 十 六 2) 
> 2 k++b6"? 2kbb’ 


一 2k 十 2bb.. 


= (a—a)(c—e)— (6—6b)’ 


由 (22)，(23) 导 出 (21)， 


3 设 z; 宇 1( 二 1,2,…, n). 证 明 攀 域 (1914~，) 不 等 式 


] (zx 一 1 yw ] zx 
(Daim) (CD 


这 里 | | 是 连 乘 符号 , | = = xiz2…zz,. 
l/n 
Me (Ua? ED 


Hz hE 
sh- [fe iy" 


2 es 一 Dn 


OED _ nn 


Dj zi Dz Dz 
所 以 (25) 可 由 (26)，(27) 及 不 等 式 


(22) 


(23) 


(24) 


(25) 


(26) 


(27) 
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i (28) 
推出 . 
(28) 等 价 于 Ee wd 
这 个 不 等 式 不 难 从 A - G 不 等 式 导出 
EDD /一 


注 (Gi) (29) 也 有 很 多 应 用 . 例如 设 a, b,c 为 正 数 , 则 


i i 

(i) x; 主 1 可 改 为 1 将 z 主 1/2G=1,2,……,n). 但 若 1/2 宇 zz;0Gi=1,2,%， 
n), 则 (24) 中 不 等 号 “二” 改 为 “ 宇 ”. 参见 习题 20 第 9 题 . 

(iii) 在 不 等 式 的 证 明 中 ,往往 需要 作 一 些 恒 等 变 形 , 需 要 将 它 变 为 等 价 的 或 更 强 
的 不 等 式 , 以 便于 应 用 一 些 著名 的 不 等 式 . 

A- G 不 等 式 是 寡 平 均 不 等 式 的 特殊 情况 . 


设 aa ，az ，…，a, 为 非 负 数 , 则 对 于 天 0, A, = (+3ar)” 称 为 al ，az ，…，an 


的 ~ 次 宕 平均 ,并 约定 Au =Vzizz…zw (容易 知道 lim A, = 二 Ao). 我 们 有 

定理 4A,. 是 > 的 增 函 数 . 

这 个 定理 就 是 寡 平 均 不 等 式 , 其 中 1/n 还 可 以 用 和 为 1 的 正 数 Py ，ps，…，p，, 来 
代替 , 即 A, = (>) zaf)“ 是 r 的 增 函 数 . 

一 般 的 寡 平 均 不 等 式 , 在 中 学 竞赛 里 几乎 不 出 现 , 所 以 本 书 不 作 详 细 讨 论 . 

下 面 的 一 些 例子 希 要 利用 本 西 不 等 式 (第 17 讲 例 3). 
3 设 a; 放 0(i = 二 1,2,…, n), 并 且 


Qi 十 Qs 十"… 十 a, 一]1， y (30) 


求证 : 
> (ao 二 过 二) > 志士 六 (31) 


i=] 


解 将 (31) 的 两 边 展开 并 化 简 成 
D+ 和 > 二 + (32) 
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由 柯 西 不 等 式 及 条 件 (30) ,得 》\1 。 yo 三 (>)aw) =1. 所 以 


34> 二. (33) 
2 
同样 PD (34) 
而 由 条 件 (30) 及 不 等 式 (29) ,得 。 二 宇 r. (35) 
由 (34)，(35) 导 出 二 (36) 


由 (33)，(36) 导 出 (32)，(31). 

注 〈i) 实际 上 ,我们 证 明了 两 个 寡 平 均 不 等 式 , 即 A: 宇 Al, A 三 4 人， 

(ii) 条 件 (30) 可 结合 A- G 不 等 式 (29) 或 柯 西 不 等 式 使 用 . 下 面 的 例 12 也 是 
如 此 ， 

OW 设 避 zi 十 人 zzz 十 … 十 ltr 二 1, 这 里 lz，…， 4; 为 已 知 数 . 求 Ti 十 Ti 十 … 
十 zx 的 最 小 值 . 

解 (1iZzl 十 Drzr 十 … 十 2zo) 

去 (5 十 天 十 … 十 尼 )(Czl 十 Zz 十 罗 十 工 :)， 


: 2 ne NR EE ; 
所 以 人 


等 号 当 且 仅 当 坟 ; = 4 十 十 十 2) (i 二 1 ,2,…,n) 时 成 立 . 
注 ”本题 的 几何 意义 是 n 维 空间 中 ,原点 到 超 平面 的 垂直 距离 是 连结 原点 与 这 超 
平面 上 任 一 点 的 线段 中 最 短 的 . 
把 站 了 ”证明 关于 两 个 三 角形 的 匹 赛 不 等 式 
a 十 Cc 一 aq?) 十 (c 十 一下) 十 cla? 十 bi 一 c1) 之 16AAi1， (37) 
这 里 a, b,c，, A 及 al 9 Bl » C1 Ai 分 别 为 两 个 三 角形 的 边 长 与 面积 . 


解 ” 这 个 不 等 式 在 第 17 讲 中 已 经 出 现 过 (第 17 讲 (19)). 宁波 大 学 陈 计 先生 利用 
柯 西 不 等 式 给 出 如 下 简单 优雅 的 证 明 


16AA; 十 2azal 十 26201 十 2c2cl 
之 (16AM? 十 2at 十 264 十 2c4)'2(16A? 十 2at 十 2 六 十 2c402 
一 (qt 十 外 十 ct)(az 十 下 十 cz)， 
所 以 16AA; 过 a 十 c 一 aq?) 十 (Cc 十 a? 一下) 十 clai 十 bi 一 1). 
类 似 于 例 13 ,一些 辅助 的 恒 等 变形 ,在 不 等 式 的 证 明 中 常常 需要 . 
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例 14 设 天 之 .2 TY 和 为 正 数 ,并 且 


A (38) 
、 i DA 
求证 2 > -二 (39) 
解 ”由 条 件 (38) 及 柯 西 不 等 式 , 得 
VE (DD) = (40) 
由 于 > (1 一 zi) 一 1 一 22i 一 7 一 1， 
结合 柯 西 不 等 式 得 
RS 一 和 (人 =vVn(n— 1). (41) 
于 是 由 (29) (或 直接 用 柯 西 不 等 式 ) 得 
1 122 nz 
dT pe 
由 (40)，(41)，(42) 推 出 
a i 
2 且 二 和 人 2 
a 二 
> er vn(n— 1) 
__h 、 之 人 
FT /mel 
全 15 正 数 z,y, z 满 足 zx? 十 六 十 x 二 1, 求 二 二 十 二 疡 十 7 二 喜 的 最 


小 值 . 


解 容易 猜 到 z 一 y 一 < =/ 十 时 ,了 二 二 十 了 一 ;十 了 二 取得 最 小 值 3 为 


了 证 明 这 一 点 ,首先 利用 柯 西 不 等 式 得 
于 


y 2 
站 只 和 日 (lr 一 一 
所 以 只 需要 证 明 0 ) 二 


(43) 


(44) 
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(这 种 “去 分 母 ” 的 方法 在 其 他 问题 中 也 会 用 到 ,如 习题 18 第 2 题 ). 
i 六 
(44) 等 价 于 也 让/ 记 3 (45) 


而 由 A-G 不 等 式 


3 2 7 
二 启 )3 启 )z = x， 


所 以 (45) 成 立 , 证 毕 . 

辅助 的 恒 等 变 形似 乎 平常 ,实际 做 起 来 却 并 不 容易 . 尝试 一 下 例 15 就 会 有 较 深 的 
体会 ( 另 一 种 解法 见习 题 18 第 12 题 ). 

柯 西 不 等 式 中 > , aib; 的 项 a;b; 如 何 拆 成 两 个 因 式 a; 与 5; 之 积 , 可 以 说 是 应 用 这 


个 不 等 式 的 主要 技巧 (在 例 15 的 (44) 中 ,我 们 将 忆 x 中 的 xz 表示 为 V 3 与 


VX (1 一 ) 的 积 ). 正 因为 a;b; 可 以 按照 我 们 的 需要 加 以 分 解 , 柯 西 不 等 式 的 应 用 更 
为 广泛 . 
记 设 al, az，…, 4 为 n 个 正 数 ,os 为 4a1，az，…, a, 的 初等 对 称 多 项 式 ( 见 


第 15 讲 (14)), p. 一 和: 证 明 
加 三 让 达 丰 三 二 机 (46) 
当 且 仅 当 wu = as 一 … 一 a, 时 , 等 号 成 立 . 
解 ”首先 证 明 pi > pp (k=1,2, ,nO—1) (47) 


当 且 仅 当 ai 二 az 二 … 二 a, 时 ,等 号 成 立 . 
对 n 用 归纳 法 . 假设 对 n 一 1 个 数 相应 结论 成 立 , 相 应 的 量 记 为 ce ,pi , 则 


ok 一 ok 十 at il， px 一 2 一 1 十 全 ao 力 人 1 ， 
从 而 72( 力 : 一 pupin) 一 人 A 十 Ba， 十 Ca’， 


证 (Ep — Cn — pipei 2 DE: 
= 二 
a 二 | (有 上? sy 1) pe_2 pn > Bi 


/12 / 
因为 pi_2 pin 3 » phi pt 。pe 一 pripPr; 所 以 B 汪 一 2P4-1ps. 于 是 


n’ (pt pp? > (prian — pr)’ 之 0. 
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第 18 讲 不 等 式 (二 ) 


等 号 仅 在 ai 一 as 二 … 二 a 并 且 a, = 时 成 立 , 即 w 一 az 二 … = a, 时 成 立 . 
由 (47) 可 得 
(pop2) (pip3)’ pe pr) pepen)* Spip2pa*pe, 
所 以 pin < pH, 
即 (46) 成 立 . 
(47) 是 牛顿 得 出 的 ,实际 上 对 实数 ac ，as，…，a, 都 成 立 ( 证 明 仅 需 稍 作 修 改 ). 


(46) 称 为 马克 劳 林 (Maclaurin，1698 一 1746) 不 等 式 . 
关于 归纳 法 与 不 等 式 ,参见 第 20 讲 . 


习 题 18 
1. 已 知 X，y， 为 正 数 ,， XxXyz(Xx 十 y 十 z) 二 1, 求 (x 十 y)(x 十 z) 的 最 小 值 . 
2. a,b， c,d 为 正 数 ,证 明志 后 -二 T+ 2 
as 6; Cc 为 站 对 4 宇明 研 ed 
4. 0 去 ww <1G 一 1,，2, ,ms 一 ai 十 ao 十 … 十 ai 证 明 》) > 一. 


Er 1 一 3 
-人 1 十 方 十 … 十 二 ,证 明 i 
6. 正 数 a， p， Cs A, BD C 满足 a 十 A 二 pb 十 B=c 十 C= 上 ,证 明 aB 十 已 十 cA =k’. 
7. a 宇 0;,5 之 0. 证 明 (a 十 b)(a' 十 ) 宇 (a 十 下 )(a’ 十 蕊 )， 
8. 设 a;, pi ci， 八 ; (i 二 1，2) 为 三 角形 的 边 长 与 面积 ,以 a 十 az， i 十 bs， cl 十 cz 为 
边 的 三 角形 面积 为 八 .证 明 ;y 八 1 十 Vv 和 八 二 
9. bc 为 正教 ,5 一 方 (a 十 b 十 cn 为 自然 数 ， 证 明 


vp CN 
村: Et ) a 
10. 已 知 yf ls i Wid Q" ,其 中 Xi 二 2 (3 = Ls 已 “9 n). 记 ih = 证 明 当 n 人 


2 时 Ds 2 一 3, 
i=] i=l 


11. 设 rs, Ts, rT 为 人 ABC 的 这 切 圆 的 半径 ,ms。， ms，m. 为 中 线 .证 明 》) 2 3, 
12. 试用 算术 -几何 平均 不 等 式 来 解 例 15. 
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[得 交 检 帮 入 和 


13; ; 投 wwb; 为 正 雪 数 , 扒 下 0 际 许 卫 \ 证 明 , 亿 闪 1 相 二) 一 1 十 赤 斌 srsas 工 ) 
< 和 (VE) 由 
14. 款 数 n 宇 3, al，, as，… ,为 实 台 52x<a; 所 3X(1IC < AN= Gr 外 a,. 
2 2 .2 2 i 
msc 寺 开 中 2 NN 
. 计 积 (32) 蜗 
{ 贡 革 下放 宙 对 四 测 ) 走 四 本 .s , 潭 定 , 的 出 加 耳 相 级 }) 
. 志 惟 个 (08W1 一 8864 ,orysl2sNM0) 灯 人选 资 斑 代 洲 (348) 
指 nS 罕见 答 , 友 区 不 忆 潜 浴 成 址 关 


8 同 丰 


二 六 \ -ry(wvy- 二 下 :更 = (“ CT , 尹 五 代 - ,人 i 
Y 修 WN 3 2 
和 -0 
\ ; 中 WwW 》 es Sa 
(人 Vy 3 . 
gy RB A e 姜 责 详 A 
人 人 人 

)》 

f eC af TU 一 I (rm 心 Y | = h》 ,之 0 + 

. $y = 一 “ 
1. ; f ， pas | r ~ 
0 (Tr RS ,一 十 … 十 二 十 上 [一 .2 
LN a 
| |. 和 ? Ha A ; 芭 “ 》 才 } Ch 局 3 六 | ,A 0 ,i :DD 避 也 人 


(十 人) 二 ) 志 (十 (十 了 3 a OD A 
慌 Iw Nm [AS 全 “和 )y 0 a 全 总 交 Wi 中 壕 诅 三 . 区 S 中 rs | | | -1D Rt 8 


A 人 二 NV 二 全 好 沿 . 八 区 灵 曾 涝 了 芋 交 小 


NJ 了 Vy ™, i A | | 
=- | :二 -一 一 二 一 一 -十 一 i Fi :这 难于 区. 二 0 二 9) 一 二 : 扫 于 人 ,ip AQ 
-DS Dt + 轩 © 


[ 大 4 A eh tinj a ] | = i 中 其 ， QO Se 蒜 01 
TOE Cn nr 

4 限 直 . 蕉 中 民 Sa vv 千 尘 险 国 导 家 的 DHAA 开 局 vetron 若 .这 

上 除 蒜 来 大 某 不 民 平 国 UU- 采 其 她 机 .SI 
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第 19 讲 不 等 式 ( 三 ) 


不 等 式 的 研究 发 展 极 快 . 不 等 式 的 数量 越 来 越 多 ,形状 千姿百态 ,证 法 千差万别 . 证 
明 不 等 式 需要 灵活 地 运用 各 种 技巧 ,更 需要 匠心 独 运 ,独辟蹊径 . 正 因为 如 此 ,在 各 种 数 
学 竞赛 中 ,不 等 式 频频 出 现 . 除了 第 17、18 讲 所 介绍 的 方法 ,我 们 再 举 一 些 例子 以 供 


借鉴 . 


| 访 s d 为 正 数 , 并 且 eT (1) 
0 (2) 
证 明 : cat+db 过 ab. (3) 


解 ” 这 道 题 ,如 果 说 有 困难 的 话 ,就 在 于 将 它 想 得 过 于 困难 (甚至 有 人 搬 用 柯 西 不 
等 式 ). 其 实 , 这 是 一 个 非常 简单 的 不 等 式 ( 参 见 第 1 讲 例 5). 
设 a 三 5b, 则 由 于 c,d, a, 5 均 为 正 数 , ca 十 db 过 (c 十 db 志 ab. 


多 六 已 知 a 十 6 十 c 这 0, ar’ 十 tt 十 c = 二 0 有 实数 根 .证 明 
~ 4(a 二 全 人 (4) 


max{la, b, c} 之 
解 ”首先 ,我 们 可 以 设 a 十 b 十 c= 二 1， (5) 


否则 用 = 十 十， ey 2 二 6 二 < 代替 a, 6, <. 这 样 ,只 需 证 明 


maxia, bp， a 人. (6) 


分 情况 来 讨论 : 
(i) 如 果 4b 之 计 , (6) 已 经 成 立 . 


(11) 如 果 8 一 立 ， 由 已 知 ez: 十 pz 十 c 一 0 有 实 根 得 (<) es 


4 
即 8] 之 45. (7) 
又 a 十 < 一 1 一 5>>1 一 和 = 六， (8) 
结合 (7)，(8) 得 全 一 术 人 去 全 交 癌 ， 
SE A 
印 += ( 5 ) (se 0 
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从 而 c>> 和 壮 或 c<< 世 . 
在 c 二 计时 ,由 (8) 得 a > 总 一 > 部 . 
因此 (6) 成 立 . 


注 (i) 更 一 般 地 ,如 果 m 次 实 系数 多 项 式 ao 十 az 十 … 十 anz” 仅 有 实 根 ,那么 


max{ao, CI19 9 am} 
CC 


(m1) 


e (ao 十 ai 十 十 Ze)53 


xi [于 


(Cii) 在 题 中 表达 式 为 a, b,c 的 齐 次 式 时 ,常常 设 a 十 5 十 c = 二 1. 这 种 “标准 化 ”, 不 
仅 使 书写 简单 ,而 且 有 助 于 发 现 正 确 的 解 题 路 径 , 特 别 是 它 增添 一 个 有 利 的 条 件 a 十 6 
十 c 一 1. 


(ii 枚 举 法 也 给 我 们 增添 了 条 件 . 情况 (i) 的 条 件 6 之 和 直接 引出 结论 . 情况 (ii 的 


条 件 也 提供 了 方便 . 请 参看 第 3 讲 . 
已 知之 az 宇 … 宇 a 


D6 =0, 3 16 l=1, (9) 


求证 | Djab. | SS 六 (al 一 本 (10) 
i=1 


解 ”不 等 式 中 有 负数 出 现 是 一 件 讨厌 的 事 , 你 必须 小 心 翼 翼 , 防 止 在 乘 以 负数 时 忘 
记 改 变 不 等 号 的 方向 . 如 果 可 能 的 话 ,我 们 希望 将 负数 换 为 正 数 , 或 者 将 正 数 、 负 数 分 开 
处 理 . 

ai( 甚 至 dl ) 未 必 为 正 数 . 但 我 们 可 以 将 Ul U2 """» Cn 换 成 ai 十 MM， az 十 M，…， 
a 十 AM, 这 里 M 是 一 个 足够 大 (大 于 等 于 一 a,) 的 数 ,使 得 所 有 a; 十 M 成 为 非 负 数 . 结 


合 (9) 的 第 一 个 等 式 , 得 > cu 十 XDA = > ap, +M 26, = Shh, 又 有 (平移 不 改 


变 距 离 ) (a 十 MM 一 (oa, 十 MD = a 一 a,, 所 以 将 a; 换 为 a; 十 M (i 二 1,2,…, n) 对 
(10) 并 无 影响 ,我 们 不 妨 假 定 a, = 0( 即 取 M = 一 a,). 


又 可 以 假定 > ab; 之 0. 否则 将 如 换 成 一 和 (1 之 i 之 .于 是 只 需 证 


第 19 讲 不 等 5 涉 .《{ 三 ) 


2 < Fa RL 
i=1 
将 5: 中 正 数 ,负数 分 开 . 记 
Ps i N =— By 
b. 二 0 b.<=0 
则 (9)> 即 
P—N=0, 了 十 N 一 1， (12) 
从 而 P= 入 = 也. (13) 
于 是 > ,ai 广 各 而 和 和 al > =aP= 六 qi. 
b>0 b=0 ， b,<0 


注 平移 (即将 wa 变 为 a; 十 MD ,将 正 、 负 部 分 分 开 都 是 惯用 的 手法 . 本 例 中 的 M 可 
以 随意 选择 , 取 M = 一 a, 较为 简单 . 


处 理 之 ab; 的 另 一 种 方法 是 阿 贝尔 (N. H. Abel，1802 ~ 1829) 求 和 法 . 
oe L 
: 4 设 Cl 之 as 之 ** 2 之 0， 且 一 这 bi( 约 定 Bo 一 0) 并 且 
i=] 


Bx BBAES1, 2 5 nN). 


试 证 明 阿 贝尔 不 等 式 mB < abaB. (14) 
i=1 
n 训 n—l 
解 > ,aib， = DjailB; B.,_1) = sD (a; ™— Qi+l )B, 十 a,B, 9 (15) 
i=1 i=1 i=1 
袜 nl] 
所 以 ab; <B(P a —an) +a,)= aB. 
] 1 一 1 


同样 可 证 (14) 的 另 一 半 . 

(15) 就 是 著名 的 阿 贝 尔 求 和 法 . 

在 例 3 中 ,B=P=N= 方 ， B’ 一方， 所 以 由 (14) 立 即 得 到 (10)( 先 作 平 移 ， 
(14) 中 的 ul 即 (10) 中 Ul 一 


类 似 地 , 取 bb = sin Azr(0 一 zx 一 2r), 则 易 知 


m+n 
D>) sin kr | 之 一 -所 以 由 阿 贝 
k=mt1 Zz 


sin 一 
2 


mn 避 
尔 不 等 式 (14) 得 | > 浊 冬 ] < l 
点 二 pnt】 


(m+ 1)sin 到 
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全 SS 设 al 之 Qz ee i 之 0， bi 之 al 9 DID， 一 CiaQs? 六 bib2**b, 之 Ql1Q2…"Qn。 
证 明 已 十 2 十 … 十 局 2 (16) 
解 令 c 一 和 (1 入;i 委 站, 则 


a BD Dol (17) 
要 证 明 的 (16) 等 价 于 
(C1 一])a 十 (cy 一 1)az 十 … 十 (c, 一 1)a, 宇 0. (18) 
由 A-G 不 等 式 及 条 件 (17) 得 
(ci 一 1) 十 (ec 一 D) 十 … 十 (一 1D) 宕 kVYeic'c 一 k 宕 0. 


在 阿 贝尔 不 等 式 (14) 中 取 B = 0 即 得 (18). 
PS 设 c< 十 2 十 c 盖 0, ab 十 pc 十 ca 二 0, apc 二 0. 求证 :a 二 0,0 二 0, cc 二 0. 


解 已 知 条 件 使 我 们 联想 到 三 次 方程 (第 17 讲 例 1 也 是 如 此 ) 


zs 一 (aa 十 十 c)zz 十 (ab 十 pc 十 ca) 工 一 apc 
三 (Taxr— ri—=0 (19) 


(这 里 “三 ”表示 恒 等 ) as b,c 是 它 的 三 个 根 . 而 在 过 委 0 时 ， 
TC 一 (a 二 6 二 oz 二 (ab 二 bc 二 ca)r—abc <—abc <=0. 


因此 (19) 没 有 不 大 于 0 的 根 ,所 以 a, b,c 均 为 正 数 . 
| 例子 设 工 ey < 1, 求 证 : 


| zx 二 2xy 一 y | 志 vY2. (20) 
解 ”如果 之 十 = 天 二 1, 将 zy 同时 乘 以 大 于 1 的 数 二 后 ,它们 的 平方 和 等 于 1 
(p 二 0 时 z= y 二 0, (20) 显 然 成 立 ). 因此 总 可 以 假设 


zz 十 冯 一 1 (21) 
(21) 启 发 我 们 采用 三 角 函 数 : 令 
r= sina, y= cosa;, 0 委 a 一 /2. (22) 
而 xz? 一 光 ，2zy 则 使 我 们 想到 倍 角 的 余弦 与 正弦 , 即 (20) 等 价 于 
| cos 2a 十 sin 2c | 过 v2. (23) 


(23) 显 然 成 立 . 事实 上 ,更 一 般 的 结果 
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第 19 讲 不 等 式 (三 ) 


|acosgpt+b sing|=vVa +b 


sin (9 + arcsin -二 )|<vaTF 
是 众所周知 的 . 

例 7 虽然 简单 , 却 有 两 点 值得 注意 : (i) 将 问题 的 条 件 简 化 为 极端 情况 (21) ; (ii) 揣 
摩 题 目的 特点 , 作 适 当 的 代 搞 . 

例 8| 设 工 I » XT29 9 Ta(n 2 2) 均 为 正 数 ， 求证 : 


2 2 2 
zl 2 5 二 Xn—l 


i 
XI 十 XoX3 2 十 si Xi 十 XTXi Xi 十 XX Sn (24) 
解 今 tle -= Yi (1 二 ] ， 2 和 TX2)， 
1 下 ] 
| 大 沿 ES 5 
则 (24) 成 为 Ws ee 二 1. (25) 
而 由 yi 的 定义 知 ;6 ]; (26) 


(25) 的 左边 共 n 项 ,每 项 均 小 于 1( 因 为 分 母 1 十 y; > 1). 如 果 其 中 有 两 项 之， 


那么 (25) 已 经 成 立 . 设 仅 有 ss 之 淖 , 即 


2 
yi 1 WE 1 2 和 雪 ]1， ”9 we (27) 
1 1 1 1 
dd 
关公 ph Ee rm Pe eh 
cv 1 
I iL 
yd 


= |. 


(25) 的 左边 前 两 项 之 和 为 1, 其 余 的 一 2 项 均 小 于 1, 所 以 (25) 的 左边 小 于 右边 . 
注 (i) 在 动手 证 (25) 之 前 , 先 看 看 左边 各 项 的 值 大 致 是 多 少 . 这 种 粗略 的 估计 往 
往 能 将 我 们 引 上 解 题 的 正确 路 径 , 少 绕 一 些 弯 子 . 


Gii) 如 果 令 一 三 一 二 = , 则 (24) 等 价 于 


HLTi2 


.4 
241 声 衬 1 (28) 


与 上 面 的 解法 完全 对 称 . 在 过 中 至 多 一 个 小 于 等 于 1, 否 则 (28) 成 立 . 设 z 三 1, 则 由 
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人 


1 1 1 之 ] 


1 十 zz 全 T 二 之 2 Ll ~ 二 1 
之 ] 
即 得 (28). 
(iii) 我 们 又 采用 了 枚 举 法 . 
有 时 候 需 要 将 几 种 方法 结合 起 来 解 题 . 


例 9| 设 zi， 2 ”9 Tn 为 非 负 实数 ， 


Ee 二 (2 十 Xz 十 … 十 工 ,)， 


y 一 \/ 二 (好 十 允 十 … 十 冯 ) 


(29) 


求证 : 


T(r—z) i 


SY Pal ek sb da en he Be 2 (30) 
解 ” 不 妨 设 (30) 的 左边 为 1, 否 则 用 


Li 


一 


这 及 ba 
~N a ND zz ND rz 


代替 zx;(x 及 y) 进 行 讨论 . 这 种 化 简 的 手段 在 不 等 式 的 两 边 均 为 ( 同 次 ) 齐 次 式 时 常常 
采用 . , 


我 们 有 1=2D -EDztr = —r 
Ne 
一 二 > (31) 
于 是 经 过 一 些 恒 等 变形 与 适当 缩减 有 
15-y = D1) 
= (re)+1 


一 TD ,a le er | 
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第 19 讲 不 等 式 (三 ) 


= LD — zd +2rr+ 1 
2 Dr — Tx):x? 十 红 >)(z 一 工 )2 工 ; "Tf 1 


之 (2 一 zx) 十 三 (mi(z 一 zx)) 一 1 
( 柯 西 不 等 式 ) 
从 而 (30) 成 立 . 
例 9 显然 是 从 概率 论 “ 下 放 ” 来 的 (与 数学 期 望 . 方 差 有 关 的 ) 不 等 式 . 
与 柯 西 不 等 式 逆向 的 估计 也 很 有 用 ,这 是 波 利 亚 于 1925 年 建立 的 , 即 下 面 的 (32). 
ED 设 4 过 a; 过 A, bb, 过 B (i 二 1, 2,"; n), a, 8 均 为 正 数 , 则 
(a 十 如 十 … 十 a2) (B69 十 如 十 … 十 2) 


[AB 
县 (aib 十 … 十 ab) 。 Ya 十 2 (32) 
5 
解 ” 我 们 证 明 更 一 般 的 
a. 党 
Dpia?» Dpb? < (Dy pawb:) es 外 , (33) 
2 
其 中 “ 权 ”p; 宇 0Gi = 1,2,…, nn), 并 且 2p; 二 1. 

为 了 证 明 (33) , 令 wu;， vi 满足 方程 组 

a 一 Ud 十 vA 9 (34) 


b? = uiB’ vib’ 


| 为 0 即 a 二 A,b==B 时 , 取 u; 十 wv 二 1 


即 可 . 
由 (34) 及 柯 西 不 等 式 得 


ab; = (wa’ + vA uB’ + vb ) 
之 uiaB 十 vbA. 


令 p= >)piui, 9 = pivi, 则 
Spa?. Dpb? . (pa’+qA’)(pB’ + qb’) 
(Dpiaibi) I (paB 二 gbA)’ 
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PP 
Ny 程 
| 了 了 SC 
NE 


AB 一 ap —a6 \’ 
及 1+ pq (paB Fn) < <1+pa( 了 
4B 
一 Wea NY 航 
2 
即 (33) 成 立 ， 
(33) 有 很 多 推论 ,如 下 面 的 例 11. 


il 设 0 二 器 Ds 0 一 ai(i 一 1l, 2,°**, n) 并 且 vai 一 |. 则 有 


康 托 罗 维 奇 (JI. B. KaHropopad，1912 一 ，) 不 等 式 


二 b,) 
bb < 


(35) 


解 <, 就 是 (33) 中 的 户 . 两 个 数列 {vV 万 }，|\/ 工 | 的 上 \ 下 界 分 别 为 J 所 二 已， 


/4B | /四 
(= 及 凡 (= A) ,A 二 (二 a). 所 以 (33) 中 的 本 AB 
1 失 2 


(bi 十 已) 
4b1b, 


现在 成 为 


一 个 较 普 遍 的 结果 往往 能 导出 许多 推论 (如 从 (33) 导 出 (32)，(35)). 将 (35) 再 “ 特 


殊 化 ”可 以 得 出 
(a>) 
UB。 如 果 在 | z | 之 1 时 , | az? 十 如 十 c | 之 证明: 在 |x | 过 1 时 ， 
| 2az 十 b | 志 4. 
解 记 f(r) = azr’ 十 tz 十 c, 则 
f(0) = c， 
f(1) 一 Q& 十 0 十 c， 
人 
由 (37) 可 以 解 出 ( 即 用 函数 值 表示 系数 ) 


Ej 全 多 (Schweitzer 不 等 式 ). 


n 


i (f(D) 证 六 13 一 /0 


i (fF0D)— f(D). 
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(36) 


(37) 


第 19 讲 和 不等式 {三 ) 


于 是 ,在 | xz | 三 1 时 ,由 于 | f(x) | 过 1, 有 
| 2az 二 5b | 
和 ora +7D 一 2Fo)z+ 二 GD 一 AD)| 


全 (z+ 寺 )fD + (zr 一 二 )f D2zfC0) 
<|e+t et 
过 4. 


(36) 称 为 马尔 可 夫 不 等 式 . 其 实 它 是 化 学 家 门 捷 列 夫 (I. H. Mennenées，1834~ 
1907 ,化 学 元 素 周期 律 的 发 现 者 ) 首 先 发 现 的 ,马尔 可 夫 把 它 推广 到 nn 次 多 项 式 
f(z) ,得 I 

如 果 | Z| 过 1 时 , | f(x) | 过 M, 那 么 | xz | 三 1 时 ,导数 的 绝对 值 


| f(z) | 委 Man’, 
在 区 间 (a, 6) 上 定义 的 函数 f(z) ,如 果 对 这 区 间 内 任意 两 个 数 x1，zs , 均 有 
十 区 2 (zl ) 十 ( 2) 
f(23)< 大 于 太太 理 (38)  ， 


那么 f(x) 就 称 为 (a, 5) 上 的 凸 函数 . 

凸 函数 的 几何 意义 是 连结 图 象 y = f(x) 上 任意 两 点 的 
弦 在 连结 这 两 点 的 曲线 的 上 方 (图 19-1). 

我 们 熟悉 的 指数 函数 y = 二 a” ,二 次 函数 y = 二 zx? 都 是 凸 
函数 . 

四 古色 ” 设 函 数 f(z) 在 (a, 5) 上 为 凸 函 数 . 证 明 对 任意 的 整数 ?2 及 (a, 5) 中 任 
意 个 数 zi，zz，…，z* 均 有 

XIl 十 工 ? 十 …， 二 


2 
地 人) (xn) (39) 


OO ki 2 ~ 


19-1 


解 ” 首先 用 归纳 法 不 难 证 明 对 任意 自然 数 & 及 (a, 5) 中 任意 22 个 数 工 !， 工 ; ，…， 
Xx 均 有 


f(= 十 ra 2 十 zw ) 


< Hx) + | f(x) (40) 
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要 证 明 (39) 成 立 , 只 需 证 明 (39) 对 ?7 成 立时 ,对 nn 一 1 也 一 定 成 立 . 于 是 ,假定 (39) 
对 成 立 , 并 设 给 定 的 7 一 1 个 数 为 ,x2，…, Xx. 取 工 , 为 这 nn 一 1 个 数 的 算术 平均 
值 , 则 


/ce = f(t) 
十 十 zo 十 思 
= f(a > 1 =) 


La) + f(r) tt fs) + flz,) 


7 


二 分 和 续 , 整 再 得 1 rn 过 czD 十 Fa) 十 沪 十 下 ze 


nO—1 
元 | 十 2 十 “十 工 ， 一 此 FO “二 fx) 
印 /( | )< 证 一 站 


因此 (39) 对 一 切 n 成 立 . 
例 13 中 所 用 的 归纳 法 值得 仔细 体会 . 
由 (39) 易 知 ,对 (a， 5) 中 任意 n 个 数 蔗 1 oC29 “9 en 及 任意 正 有 理 数 pis pr, 


2, 1 二 1 222 J 
p, (通常 称 为 权 ) ,有 f (Pp Pe a ) 


Di fps fh) ee a 
所 ps Py ay 


如 果 f(x) 连续 ,那么 pl ，ps，…，p，, 可 取 任 意 正 实数 . 
(41) 通 常 称 为 琴 生 (Jensen，1859 一 1925) 不 等 式 . 


类 似 地 ,如 果 在 (a, 5) 上 ,(38) 的 不 等 号 反 向 ,那么 Fz) 就 称 为 凹 函 数 , 对 于 站 函 
数 ,(41) 的 不 等 号 反问 . 


对 数 函 数 > 一 log.z, 在 底 a 二 1 时 , 是 凸 函数 ,在 底 < 一 1 时 ,是 凸 函数 . 二 次 函数 
y 二 ar? 十 红 十 c, 在 a 之 0 时 ,是 是 函数 ,在 a 二 0 时 ,是 四 函数 .反比 例 函数 y 一 二, 在 


区 间 (0, 十 co) 上 是 凸 函数 ,在 区 间 (一 cc, 0) 上 是 凹 函数 . 一 般 地 ,如 果 在 区 间 I 上 ,二 
阶 导 数 f(x) 这 0 (一 0), 那么 f(x) 在 TIT 上 是 凸 ( 止 ) 函 数 . 

凸 函 数 与 琴 生 不 等 式 是 证 明 不 等 式 的 有 力 工具 ,但 证 明 的 套路 比较 固定 ,所 以 竞赛 
中 并 不 常见 . 因此 本 书 不 多 涉及 . 


习 题 19 


1.， 已 知 a,，b, c,d,， m,n 都 是 正 数 ,并 且 a 十 c= 二 bb 十 d= 二 mw 二 n= 二 1,p=nc 二 md， 


第 19 讲 不 等 式 :{( 三 ) 


gq 三 mb 十 na. 证明: 

(a) cd 十 ab > bd; (b) e+at+ac > tad; 

te) m? i 十 7 (mp 十 ma )(7ag 十 ?CD 六 

2. 二 次 三 项 式 ar 十 姬 十 c 在 [0，1] 上 所 有 值 的 模 均 不 超过 1. 则 | a 十 | 五 | 十 | c | 的 
最 大 值 是 多 少 ? 

3. & 二 0，p，c 为 实数 ,并 且 | ar 十 ir 十 c | 在 [0, 1] 上 不 大 于 1. 试 对 下 列 各 种 情况 分 
别 求 出 a 十 | 5b | 十 | c | 的 最 大 值 : 


rie CS des — Sl. 


QE 


2a 
(c)b > 4ac, b> 0. (d)b* >4dac, 0 0 


人 ol na 


4. n 为 自然 数 ,a 为 实数 ,a 到 0， | 2 n 这 nn 个 数 的 最 小 距离 min |a—k | 记 为 (a)， 


求证 : | a le| a 一 11.… a 一 n | 之 (a) .型 


5. 设 区 y， xz 均 非 负 ,并 且 工 十 y 十 z 王 1. 求证 :0 过 yz 十 xz 十 zy 一 2zyz 去 二 
6. 圆 CG 与 国 Cin(i 一 1 a Po 6; C7 = C1) 外 切 ， 并 且 均 与 辆 C 外 切 .C 的 半径 为 尺 ， 
Ci 的 半径 为 ri. 证明; RR 莹 主 2 ri, 并 且 吉 过 二 马 二. 


7. Zi，Zzy…， xz 为 正 实数 ,和 为 1. 证 明 : zi 村 x? he 
. ] 汪汪 9 n 9 . 3 XI 十 XX; Zz 十 工 3 pe ey 


Ee 1 


Z, 十 一 
8 X15 .7 ne 为 正 实数， B; 一 :大 十 下 人 过 和 9 = 2) Q = Q(x, 
Xz， Wi = 2 证 明 : 1 一 Q 一 ”一 1, 并 且 1, n 一 1 均 为 最 佳 . 


9. 0 和 wa 委 … 委 ao，DZiaiail = 1(amh 二 a1), 求 >ai 的 最 小 值 . 
i=] 
10., Us bp， C» TX», Yy， z 都 是 正 实数 ,求证 ， 


汪汪 
pr em .7 


| ee 9 
er Te 


12. 设 al， CC29 “""y nr 为 正 数 ,人 A， 和 H 


n—2 (AY 2D 
村 下 六 下 < 元 入 它们 的 调和 和 去 证 明 ， <- 和 1 ca 


( )) 
一 QU | fey 1 Wt A 
13. 设 二 为 正 实数 全 一 0s oj Ds 举证 (2 > ma 罗 > ls 
J ms z 
i==0) i 0 gy 
区 赛 条 性 寺 Za6 .二 天 下 二 [1 .0 入 13 十 基 十 "rn | 县 其, 对 活 代 518 ,0 之 
大 莱 偿 于 也 
人 ( } 
( 让 ) 9» ) 
oN 
' 和 上 
4 中 上 守 站 民 和 | kb 
TY 
四 ~ 
i l 1 L + c 
1 x t 让 f ) 》 人 有 | ) 图 0 
《< Y 7 RA ( 
FT Al \ 
: -民工 人 ba 
村 On 、 3 二 F pe 要 
站 让 nS ep 
} 4 | 叶 J 》 》 8 
a 基 sw OI 
~ \ 
1 了 
人 | 进 "ms ! j 
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第 20 讲 ”归纳 法 与 不 等 式 


数学 归纳 法 不 仅 可 以 用 来 证 明 等 式 ,也 可 以 用 来 证 明 不 等 式 . 
与 自然 数 n 有关 的 不 等 式 , 尤 应 想到 采用 数学 归纳 法 的 可 能 . 


a» 三 4 一 1 (n= 1， 2，…)， 


| 
一 
共 n 个 4 4 一 地 


证 明 ; (a) a, 二 3.(b) a, 严格 递减 , 即 a < 一 al (一 1，2，…)， 
解 显然 w 一 4 之 3, as 二 4 一 子 之 3, 并 且 as 之 a 


假设 a, 二 3， an 之 anhn， 那么 anh 一 4 一 二 之 4 一 二 之 3， 


eae = nii. 
Un 


Qnt2 一 本 一 站 
下 十 1 


因此 ,对 一 切 自 然 数 ni, (a), (b) 均 成 立 . 
注 a, 的 极限 为 2 十 V3. 


例 2| al 一 ; eetl = 名 十 十 (n Ls …) ,求证 : 
/< < 二 二 


解 由 A-G 不 等 式 ,得 a 一色 十 二 之 4/ 名 "二 一 V2 


V2 十 十 
nn 
2 


又 设 (1) 式 右边 不 等 式 成 立 , 则 awn 一 名 十 a “A je 
十 二 二 所 以 (1) 式 对 一 切 自然 数 = 成立, 
耻 风 (a) 设 正 数 ca ，az: ，as 满 足 
(attai +a)* > 2(a 二 +a 二 as), 


求证 :ai » U2, U3 一 定 是 某 个 三 角形 的 三 条 边 长 . 


V2 十 


(1) 


(2) 
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(b) 设 正 数 Cl U2 "9 Un 满足 
(好 十 如 十 … 十 a2)2 人 (2 一 1)(al 十 ao 十 … 十 as)， (3) 


其 中 三 3. 求证 :这 nn 个 数 中 的 任意 三 个 均 可 作为 某 个 三 角形 的 边 长 . 
解 (a) 由 于 (参见 第 17 讲 例 4 的 海伦 - 秦 九 韶 公 式 ) 


0 一 (al 十 az 十 ai)2 一 2(al 十 az 十 a3) 
人 (al 十 as? 十 a3)(al 十 cz — Aa3) (dz 十 a3 — al)(as 十 ai —Q2), 


所 以 a1，az，a; 中 最 大 的 小 于 其 他 两 个 的 和 ,这 三 个 数 可 以 作为 一 个 三 角形 的 边 长 . 
(b) 假设 由 (3) 可 以 推出 (2). 考虑 满足 


(a 十 十 十 a2n)? 汪 nlai 十 @2 十 … 十 asy1) (4) 


的 正 数 人 19 Gd29 “**» Until。 我 们 要 证 明 (3) 成 立 . 
记 A 王 o# 十 邓 十 … 十 a ,了 一 al 十 az 十 … 十 an (4) 就 是 


(A 十 az 有 (十 训 站 (5) 


BA# nB 十 na (n 一 1)B 十 a 十 B 十 (n 一 1)a',) 
宇 (nn 一 1)B 二 a 二 2V (nC 1)Ba’, 
= (Vn— 1)B++ain)’. (6) 


由 (5)， (6) 得 A 十 ca: dy (n—1)B 十 a2 1。 


因此 (3) 成 立 . 由 归纳 假设 ,(2) 也 成 立 . 
区 设 a 二 0, 则 


Mat+V2at+V3a 二 … 二 Vna 二 Va 十 1. (7) 
解 ” 我 们 用 归纳 法 证 明 当 1 二 上 志 nn 时 ， 


Vka 十 VC(R 十 1)a 十 … 十 Vaa <=1+vka. (8) 
当 上 二 n 了 时, (8) 显 然 成 立 .假设 


VARIaTrV RF Da Fna< lv (kT la, 


则 VkaV 十 1)a 二 +… 十 Vna 二 Vka 十 1 十 Vv 十 1Da 
<<VARa 十 1 十 2vVRa 一 1 十 VARa， 
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因此 ,对 一 切 满足 1 三 上 三 nn 的 自然 数 k，(8) 式 成 立 . 特别 地 ,在 & 二 1 时 得 到 (7). 
注 ”这 是 归纳 法 的 一 种 变形 ,从 某 个 n 起 倒 推 至 1. 


例 S 已 知 ao = 二 十 5， a 一 au 十 二 (1 委 & 委 ?2), 证明 


1 一 二 天 到 1 (9) 


解 与 数列 有 关 的 不 等 式 ,常用 数学 归纳 法 证 明 ,上 面 已 经 举 了 几 个 例子 . 现在 的 
(9) 则 相当 难 证 . 困难 在 于 对 进行 归纳 时 (n 是 定 值 ), 没 有 现成 的 关于 a 的 不 等 式 可 
以 作为 归纳 假设 (用 1 一 二 二 a 二 1 是 无 法 得 出 1 一 二 < ar 二 1 的 ), 需要 我 
们 自己 去 摸索 . 


先 考虑 上 界 , 由 于 a 一 序 十 二 一 名 一 ， 
n 4n 
az 一 全 (2 十 ai) 


我 们 希望 a 的 上 界 以 nn 为 因数 (从 而 全 的 “分 母 ”n 可 以 约 去 ). 直接 将 w 一 季 汪 + 代 
入 实在 太 复 杂 了 ,以 后 的 迭代 无 法 进行 . 与 纪 二 相近 的 、 分 子 为 的 上 界 以 7 


好 ,简单 自然 wp LE 和 Ty ;. 最 后 一 步 仍 是 为 
了 简单 : 分 子 、 分 母 均 为 n 的 一 次 式 ,分 子 与 al 的 上 界 二 一 的 分 子 保持 一 致 
由 a 二 却 一 5 我 们 猜测 
i (10) 
将 (10) 作 为 归纳 假设 , 则 arr = 侍 (n 十 a) 二 志 二 (十 友和 ) 
Ee 


于 是 (10) 对 于 1 三 上 三 1 均 成 立 . 特别 地 ,在 k= 二 n 时 , a, 一 一 1. 


到 


再 考虑 下 界 . 一 个 理想 的 候选 者 是 好 一 点 , 它 在 n 二 上 时 恰好 为 1 一 二 .然而 经 
过 尝试 ,不 能 顺利 通过 归纳 这 一 关 . 如 果 从 失败 中 总 结 经 验 ,就 会 想到 n 一 1 必须 换 为 


式 
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gr 了 


比 n 大 的 n 十 1, 从 而 分 母 2 一 上 应 相应 地 换 为 2 一 A 十 2 (不 能 用 2n 一 十 1, 因 为 


A | 
大 于 上 界 元 二 到) 即 猜测 


27 一 有 十 1 
十] 
at > CL 
假设 (11) 成 立 , 则 
le We n 十 1 1 n 十 1 
i ey i re 
2 
27 一 上 十 1 (2n 一 kk 十 1)(2n 一 k 十 2) nn \2n 一 k 十 2 
Bl 有 十 1 ' (2 一 纪 二 十) 
27 一 有 十 1 (2n 一 k 十 2)? n 2n 一 上 十 1 
n 二 1 
> 二 


yk 本 1 
于 是 (11) 对 一 切 1 二 二 均 成 立 . 特别 地 ,在 上 一 于 时 ,ao 二 十 5 Tl 


Py 
n 


注 (i) (9) 中 下 界 可 改 为 更 精确 的 1 一 一 5， 但 难度 反而 降低 了 ( 它 暗示 我 们 采 


用 (11)). 
(ii) 上 面 的 证 明 是 中 国 科 学 技术 大 学 白 志 东 先生 给 出 的 . 
四” 设 工 为 正 数 ,[z] 表 示 z 的 整数 部 分 .证明 : 


[x] +t + + < pz] (12) 


解 ” 这 是 一 道 美国 数学 奥林匹克 的 试题 ,原来 的 解答 极为 复杂 ,上 海 的 赵斌 先生 给 
出 了 一 个 非常 漂亮 的 证 明 . 他 采用 了 数学 归纳 法 , 令 


a = [x]+[ 和 +.… + 各 (13) 
假设 结论 在 n 二 上 & 时 成 立 , 即 al < [zj]， 
C2 | 


C@k 一 ] 有 [Ck 9 1)z|. 
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相 加 得 十 az 十 十 a 委 Lzj 十 L2z] 十 … 十 [(R 一 1)z]. (14) 


由 定义 (13) ,得 k(a: 一 al) 一 [LAz]， 
(天 人 1) (a i — QA) i [Ck Pe 1)z]， 


1 。 7 [zx]. 
相 加 得 kar 一 al 一 … 一 al 一 [LAzrj]j 十 LGR 一 1)z] 十 … 十 [z]. (15) 


由 (14),(15) 导 得 
kai 过 [kr] 十 [Ck 一 1)zj 十 … 十 [zj 十 [zj] 十 [2zj 十 … 十 [(& 一 1)z]， 
因为 [ix] 十 [(& 一 让 z] = [[ixj 十 (8 一 让 x] 过 [了 这 十 (一 让 xz] = [kx], 所 以 


kai < [Lkzrj 二 fkzj 二 …++[kr] = kLkz], 
即 ak 扫 - LRzr ]. 


从 而 (12) 成 立 . 
加 到 已 知 数列 {7,} 满 足 7i = 二 2, x, 二 re…rii 十 1 (一 2，3，…), 自然 数 a， 
C29 ”9 Un 满足 


土 十 二 十 十 土 之 1， (16) 
Ql [2 Cn 


求 i te i 9 
求证 ; 让 


ul rn 2 


(17) 


解 ” 由 (x,) 的 定义 ,容易 看 出 (或 用 归纳 法 证 明 ) 


1 一 一 -一 一 一 es 一- -一 一 一 (18) 


nl r2 rn rir2°°"r, 


当 二 之 1 时 ， 自然 数 a! 之 2 一 ,所 以 志 过 二. 假设 在 n 二 时 , (17) 对 一 切 满 


足 (16) 的 自然 数 al ，az ，…，a, 成 立 . 如 果 在 n = 二 有 时 , 有 一 组 满足 (16) 的 自然 数 al， 
oo …， as, 使得。 立 十 二 十 … 十 二 之 二 十 直 十 十 光 ， (19) 


dn nl r2 


那么 (不 妨 设 ai 委 a 委 … 魏 an) 由 归纳 假设 


1 1 
人 
1 1 上 ] 
一 十 二 去 一 十 二 ， 
ul ee 
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二 站 天 是 5 下 L 吉 让 十 亚 -二 


[| Us? 1 六 r» J 
将 以 上 各 式 分 别 乘 以 非 正 数 QI 一 C2yC2 一 3 "ss Un-l™ dn} 将 (19) 乘 以 an， 然 后 相 加 
得 nn 之 于 十 各 十 … 十 至 , 于 是 ,由 A-G 不 等 式 得 1 之 十 (全 十 笃 十 … 十 全) 过 
nl ?2 rn n\n ry 区 区 


好 
人 a st 
L 2 bd 即 


a 
rire°r, > did2 "Qn. (20) 
另 一 方面 , 正 数 。 1 一 (二 十 二 十 … 十 过) 宇 一 
Ul Qs? Un aia? Un 
所 以 由 (18)，(19) 得 a 
Fres"r "Fn did2 ”Cn 
即 i. < CIC2” Cn， 
与 (20) 了 矛盾 . 


因此 ,(19) 不 成 立 . 从 而 对 一 切 自 然 数 n 及 满足 (16) 的 自然 数 a1，az，…*，a,， 
(17) 成 立 . 

注 可 进一步 推出 (17) 的 等 号 当 且 仅 当 {al， Q2，…，anf 一 {ri, 12 9 1 时 
成 立 . 
例 7 原 是 厄 迪 斯 的 一 个 猜想 . 上 面 的 解法 是 宁波 大 学 陈 计 先生 给 出 的 ,在 归纳 法 中 
使 用 反 证 法 (相当 于 增添 条 件 (19)), 极 具 巧 思 , 值 得 仔细 玩味 . 

四 ,as,，…, a, 为 两 两 不 等 的 自然 数 , 并 且 所 有 的 差 | a; 一 a; | (1 二 i 过] 
三 n) 互 不 相等 . 证 明 


Da > En +5). (21) 
i=1 


解 显然 ai 三 1. 假设 (21) 对 n 成立 .考虑 2 十 1 个 符合 题 设 条 件 的 自然 数 
a a 
每 一 对 a;, a; 有 一 个 差 , 共 Ci 个 差 . 这 些 差 | a; 一 a; | 二 aa 一 a1. 因此 ， 
an+l 宕 Qt 二 Cin (22) 
(否则 由 抽 层 原理 ,有 两 个 差 相 等 ). 
由 (21)，(22) 得 Dan 这 1 十 Ce 十 于 到 十 5) 


一 二 Oo 十 DC 十 1 十 5)， 
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从 而 (21) 对 一 切 自 然 数 地 成 立 . 
注 若 题 中 a 均 限 制 为 奇数 , 则 > oa, > 二 nC 十 2). 


求 c 的 最 小 值 ,使 得 
Vzli 十 Wzs 十 … 十 Vxs Sey Xl 十 XT2 十 … 十 工 ， (23) 


对 一 切 满 足 zi 十 zz 十 … 十 石和 妥 (一 1,，2，.…,7 一 ]) 的 正 数 zi ，zrz ，…，z, 均 
成 立 . 

解 ” 重 要 的 是 定 出 c 的 值 . 

取 汉 一 25k 二:1: 2y 5 ns 则 


Vote WDM 1 


VntzTtmitr Wl Van. 
当 n 一 十 co 时， 上 因此 c 宇 V2 十 1. 


在 c= 二 V2 十 1 时 ,显然 Vzi 二 c Vzi. 设 对 于 nn,(23) 成 立 . 则 
Vit Vit Yr 十 VE 
evr 二 zo 十 … 十 Xs 十 VT 
一 cy zitzxit "tz +cW zz 二 z, —V TT TT ) 
Fan 


re Xl 十 Xz 十"… 十 Tn 十 ee Eee 


cv zi 十 Tz 十 … 十 Xai 十 VX 一 Tntl 


(+1 
eV nz 十 “十 Xn . 
因此 , V2 十 1 就 是 所 求 的 最 小 值 . 
2 和 证明; 对 一 切 自然 数 ， 
支 十 二 十 … “十 二 (24) 


解 NO 但 更 强 的 结论 


1 十 充 十 音 十 … 十 让 之 2 一 二 (25) 
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却 不 难 用 归纳 法 推出 (请 读者 自己 补 出 证 明 ), 从 而 (24) 也 随 之 成 立 . 
先 将 结论 加 强 , 然 后 再 用 归纳 法 ,反而 好 证 . 这 是 因为 结论 加 强 了 ,归纳 假设 (我 们 


可 以 利用 的 条 件 ) 也 加 强 了 . 
WWE b= 100, bn = 100% (nn = 1, 2, °°). 1 3 Qnn = 3% (n= 1, 


2，…), 求 满足 如 > aao 的 最 小 正 整 数 mm. 
解 显然 100 二 3 ,所 以 名 > ann. 男 一 方面 ,我 们 可 以 证 明 


Cn 十 2 hs (26) 


从 而 所 求 的 mm = 二 99. 
但 (26) 不 能 直接 用 归纳 法 证 明 ,需要 先 加 强 为 


a (27) 
在 (27) 成 立时 ， 
di = = 3 2 100% 
24 局 Ont 2 5bnn. 


所 以 (27) 对 一 切 n 成 立 ， 
了 IE 阿 在 八 ABC 中 ,人 C= 90". P, ，P:，…，P, 是 这 三 角形 中 任意 给 定 的 点 . 证 
明 可 以 将 这 守 个 点 重新 编号 ,使 得 
PP; 十 PP 十 … 十 PP 二 AB:. (28) 
解 ”将 (28) 加 强 为 
AP; 十 P,P3 十 PP 十 … 十 PP: 十 P,B2 运 AB:. (29) 


一 0 时 ,(29) 显 然 成 立 . 设 在 ?2 一 有 & 时 ,，(29) 成 立 . 考虑 上 个 点 . 
作 斜 边 上 的 高 CD. 如 果 个 点 不 全 在 AACD 中 ,也 不 全 在 ABCD 中 ,那么 由 归纳 
假设 可 以 将 它们 编 上 号 ,使 得 
AP3? 十 PP 十 … 十 PP 十 PC 过 AC’， (30) 
CP?2, 十 PP 十 … 十 PP 十 PiB: 雪 BC: (31) 


这 里 Pi， Py "“"*, Pp 在 人 ACD 中 ,Pini， Pgs td 肖 P; 在 八 BCD 中 ， 
由 于 Bk < ZACB = 90 ,所 以 


Bet EP BP (32) 
将 (30)，(31) 相 加 并 利用 (32) 得 
AP; 十 也 | P; 十 … 十 PP; 二 P,P?, 十 Pin PY? 十 … 
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十 Pi Pi 二 PB’ 过 AC: 十 BC? = 


即 (29) 对 n = 二 上 仍然 成 立 . 

如 果 上 & 个 点 全 在 八 ACD 或 ABCD 中 , 作 斜 边 上 的 高 将 这 三 角形 分 为 两 个 直角 三 
角形 ,如 此 继续 下 去 , 终 会 化 为 前 面 所 说 的 情况 ,细节 请 读者 自己 补 出 . 

最 后 ,我 们 介绍 一 个 不 等 式 , 虽 然 不 全 用 归纳 法 来 证 明 , 但 反复 进行 迭代 , 亦 颇 
有 趣 . 

13 设 zi ，zz ，… 为 正 实数 ,并 且 


于 一 ] 
w= as ti yy 3 (33) 
j=0 
证 明 对 所 有 nn， 


< (34) 


1 
2 ee nl 


解 n= 二 1 时 ,zx = 二 1, 结论 显然 . 以 下 设 n 二 1, 并 将 z 改写 为 工 . 


显然 + 头 1.(33) 即 z = 王 二 ,从 而 


Xml 一 2z" 十 1 一 0. (35) 
由 (35) 得 x"(2 一 xz) 一 1, 可 见 工 二 2, 从 而 
1 = 7T(2— 1) < (2— 1)s 
1 


TL 


这 样 ,由 一 个 平凡 的 上 界 2, 经 过 一 次 迄 代 产生 更 好 的 上 界 2 一 玄 : 


下 界 可 用 同样 的 手法 . 首先 zz 一 1 时 , x"(2 一 x) 一 z(2 一 z) 一 1. 所 以 z 二 1. 但 
用 z= 二 1 这 个 下 界 和 迭代 并 不 能 产生 新 的 下 界 . 


我 们 指出 2 一 二 全; 是 下 界 . 若 z < 一 2 一 二 2 , 则 一 2 一 z, 从 而 王 (2 一 z) > 
二 (2 一 z 十 于 二 ) (两 个 正 数 的 和 为 定 值 ,小 的 越 小 ,两 数 的 积 越 小 ), 即 zx(2 一 z) > 2 
一 z 十 于 一. 反复 用 这 一 手法 ,得 

(2—z) > (2 r+ o> 


>>2 一 z 十 一 n=l. 
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与 (35) 矛 盾 . 所 以 + 之 2 一 = 车 从 而 1 一 "(2 一 x) 之 (2 一 二 1 
法 
On 
Cl 


这 称 为 贝 努 里 (Bernoulli) 不 等 式 ( 更 一 般 的 形式 见 下 节 例 2). 
用 贝 努 里 不 等 式 ( 或 上 面 所 用 的 方法 ) ,由 (36) 得 2 之 4 时 ， 


> (1 一 mr C2 


六 实 (Tn > 寺 (2 一 z)， 


从 而 = 之 2 一 区 
2 一 有 还 不 是 所 希望 的 下 界 . 再 迭代 一 次 


1= (2—z) 庆 (2 一 2 )】 (2 一 工 )， 


即 1 > 过) (2 一 z， 


再 用 贝 努 里 不 等 式 = sea 
( 


从 而 工 宇 2 一 3 


这 正 是 所 希望 的 下 界 .。 
剩 下 二 2, 3 的 情况 . 


2 一 3 时 ,天 一 2z 十 1 一 gg 
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) (2—2), 即 


(36) 


(37) 
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因此 必 有 工 之 2 一 方 


Ny = 必 示 1 > 2 一 六 


注 (i) 本 题 如 用 微分 学 知识 , 易 知 xm 一 2z 十 1 在 工 一 -。 各 7 处 取得 唯一 的 最 小 


值 ,在 区 间 Fest +ce) 上 增 , 在 (0， ~ 了) 上 减 在 z= 二 1 时 ,zm 一 2x7" 十 1 = 0， 


2 一 到 二 之 二 于 1， 从 而 只 需 证 明 1< (2 一 天 +) = 2(1 一 去 ) ,而 这 可 由 贝 努 


2 el 2Dn 一 1 
里 不 等 式 立即 得 到 


?人 (1 一 六) > 2(1 一 菇 )>>2 人 (1 一 二 "IED)-1 


困难 在 于 不 用 微分 学 知识 . 


Ha > rr 汐 、 
(ii) NT 我 人 一 二 二 宇 2 一 zz， 所 以 


立 (p Ea 一 六 
m2 zx) >|2-z— |， 


(2 一 人 ) pp 一 一 


NE 


> 


2 一 工 一 。77 


一 多 (2 一 y). 


因此 ， ,在 zx<2 一 站 时 ， 


(lI) S (2—2) 二 一 2(1 一 广 ) >1. 


”Dr 一 


从 而 应 Y 当 有 zz 之 2 一 i 


采用 这 一 证 法 可 以 省 去 一 些 步骤 . 但 上 面 的 证 法 ,虽然 较 繁 , 却 可 以 显示 迭代 的 作 
用 ,并 且 得 到 几 个 较 弱 的 不 等 式 . 
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区 了 i 题 本 二 也 20 “ 人 > | | * x Ce 六 Es Ee \ 


1. 数 al, Qaz，…， a 满足 0 过 ai 世 ain 三 2ai:(1 夺 i 人 nn 一 1). 证 明 总 可 以 适当 选择 正 
负 号 ,使 S = 十 al 士 a: 十 … 士 w 满足 0 二 Sa. 

3 二 0 

3. 设 ao，al，*"…，Qa4 为 任意 正 实数 , 则 


a et oi 
《an 十 ai 让 (ao 十 ai 和 中 


Et 
和 (au 十 al 十 … 十 ae) 呈 1 这 A E N). 


4. a en Wa Be i we 


(ay — b, )” 十 … “十 (a, 一 已 ) 9 D, ee 《Cl —b.,)’ 十 (as 一 已 )2 十 … 十 (a, 一 品 ) 求证 ， 
GD , 
S. 设 数列 。 Ul» U2 "**» U2nt+l 满足 ai 一 2aih 十 Qitz 之 0 (2 = DF 1 求证 : 


Ul 十 as 十 … 十 azntl = 了， 一 i 
机 二 | 


6. 设 数列 {a,}) 满足 二 1 arti “a 二 n 十 1(n 二 1，2,，…), 求 证 ; 2， 
2t/nF1—1. 


7. 设 0 之 a 过 1 上 二 125 n, 征明; 2as 一 上 a 过 4 一 1 (nn 过 2). 
= 二] k=1 


8. 设 0 过 a 之 广 或 记过 a4 委 1( 一 1， 2，…， 7 ， 则 Iat+I0 a> 
9. 证 明 攀 壤 不 等 式 : 

Ja [IT[ (a) 
(Dm) 


Gap— 1 
(说 寺 太 nh eM 
(BD (DD 


( 基 汪 Ga 二 二 < 去 (4 三 江 , 站 sw 二 而 


10. 不 用 归纳 法 ,证 明 例 5 中 的 不 等 式 成 立 . 
11. 设 n 为 不 小 于 3 的 整数 , TI1，X2，…， Xs 为 实数 ,对 1 委 i 委 10， Xi 过 Xihi, 试 证 明 : 
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人 


Dore 在 实 囊 SN 

TAN 全 .0<() 谓 本 .站 庆 果 踊 .所 下 了 { 商 习 不 革 林 性 江 二 v， 二 各 
使 得 吉 人 二 专人 之 (a 十 (1 cn 六 戏 .0 二 (xz) 习 官 天 果 蚁 : 崭 凌 淋 
.加 为 个 一 加 洒 不 季 史 并 息 且 谷村 只 "二 " 估 "< nid >" 什 "一 " 黄 而 辣 


-着 小 晤 遇 (4 ,0) 3 4) 一 十 sae 东 ”到 潮 


Ite 


0 二 二 (DX 欢 否 加 


TD 实 骨 小 最 哨 (N , 萎 州 宁 玛 (4 划 沪 


恬 妇 切入 一 + 洛 , 们 式 前 小 最 星 王 一 十 到 而 从 


{1l2 
单 谓 迭 浴 诬 允 林肯 怠 画 旺 交 如 画 , 量 变 自 民 (3._nis 一 ,用 站 洱 本 
车 妥 不 央 < 估 期 小 最 家 避 堆 性 ,< 二 -EVAR < -S++ 入 全 不 家 省 


TI 


训 .La 二 0 二 居 , 划 1 一 <= 洽 : 亚 天 区 可 


AN “四 “A cs 大 二 &S 73 蔗 [Ia 


(1) 1 > (二 【) 


.( 友 从 趟 里 履 见 ) 生 如 县 合 不 中 (), 望 [ 二 ss 赛 0 一 sv 章 而 
器 ,mw 一 了 一 "x 十 [) 二 (x 会 黑 


"9 一 ?二 Tw = (5) 
Ce (人 十 上 于 ) 一 DDD 一 (GL) 


0 一 坏 济 息 委 ,0 = 二 (0) 碟 因 . 尹 诬 (C0) 癌 记 ,0 二 (DA ， f > 六 0 二 裕 
六 (人 投 (0 之 (3) 要 0 宇 + 证 .0= (0 入 宇 CN 痕 贡 (3 ,0S (3) 
《了 大 党 隆 GON 晤 (0 六) 让 奥 ( 了 ) 昌 .0 = (0 

,二 只 是 各 直 中 (地 工 一 已 0 > 名 瑟 , 兰 园 

.0 三 《Zi 地 本 全 起 0 一己 

和 装 申 忆 强 只 拉夫 , 桨 电力 沾 .下 回 员 谤 讲 贱 灾 叶 如 一 又 投 坟 硬 交 民用 上 
举 员 舍 ) 哎 剖 弛 下 奖 玖 西式 是 和 仅 蓝 只 当 奴 息 果 ,无 苑 不 里 全 员 扑 霸 ; 北 夫 中 还 淋 兢 流 
(友人 5) 插 0S 
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导数 是 研究 函数 的 重要 工具 . 在 证 明 不 等 式 时 也 极为 有 用 . 本 章 拟 对 此 作 一 些 介绍 . 

设 函 数 y= 二 f(x) 在 某 个 区 间 工 上 可 导 . 如 果 在 I 上 , 恒 有 (zx) 守 0, 那么 f(z) 严 
格 递 增 ; 如 果 恒 有 f'(x) 二 0, 那么 f(z) 严格 递减 . 

oS eA IS 只 要 等 号 成 立 的 值 不 形成 一 个 区 间 . 


求 到 并 十 二 (x E (0, x)) 的 最 小 值 
sin ge 
解 函数 /f(t) 一 地 十 了 (+ € (0， 1]) 的 导数 /'(t) 一 六 一 所 一 二 < 一 0， 


所 以 AD 严格 递减 . F(z) 的 最 小 值 为 F(1) = >. 
从 而 名 三 十 -一 的 最 小 值 为 六 ,在 x 一 下 时 取得 . 
本 题 改 用 1( 二 sin xXx) 有 ce 


注意 不 可 由 六 十 一 之 2/ 国耻， 一 一 = 2, 贸然 认定 最 小 值 为 2. 如 不 用 导 


sinz 2 re 
sin x -2 2 遇 计 示人 -2 5， 
数 ， 可 由 (3 2 = 十 (请 2 ) >4+ (3 2 ) 一 站 得 出 结 采 . 
证 明 : 在 z 盖 一 1 时 ,对 于 0 一 wa 一 1, 有 
本 (G1 
而 在 a 二 0 或 a 放 1 时,(1) 中 不 等 号 反 向 ( 贝 努 里 不 等 式 ). 
解 令 f(x) = 十 xz): 一 1 一 ar， 则 
f(x)=a(l+zx)"!—a, (2) 
(xz) 一 aa 一 1)(01 十 并 ) 一 :， (3) 


对 于 0 一 ac 一 1， 广 (z) 二 0, 所 以 f(z) 递减. 因为 (0) 一 0, 所 以 在 过 之 0 时 ， 
(Xx) 二 0, f(x) 递减 . f(x) 过 f(0) =0. 在 x 二 0 时 ,f(x) >0，F(Cz) 递增 , FCz) 去 
f(0) = 二 0. 即 (1) 成 立 (f(0) 是 f(x) 的 最 大 值 ). 

同样 ,可 得 二 0 与 we 二 1 时 ,(1) 中 不 等 号 反 向 . 

a = 二 0 与 a = 1 时, f(x) = 0. 

利用 导数 可 以 处 理 一 般 的 实数 指数 的 问题 . 不 用 导数 ,往往 只 能 处 理 整数 指数 或 有 
理 数 指数 的 情况 . 例如 贝 努 里 不 等 式 ,用 归纳 法 只 能 处 理 a 为 正 整数 ”的 情况 (参见 第 
20 讲 (37) 式 ). 
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多 个 变量 的 消 数 ,有 时 可 对 各 个 变量 逐一 处 理 . 
中 区 已 知 z，y，zER+. 求 证 : 


RO ed ee I (4) 
(1 十 5z)(4z 十 3y)(5y 十 6z)(z 十 18) “5 120” 


~ 2 十 用 
解 对 好 数 fC) Caf- 二 be 二 dy)’ i CC R sy Us b， Cs 4 二 0 求 导 得 


pi 一 (at 十 b(Cct 十 GD) 一 上 2act 十 pc 十 ad) _ bd — act’ 
(at 二 + 6)’(ad 十 da) (at + 6b)’ (ct dad)’ 


= /2d 时 ， 2 
当 # EE 时 , f(t) 取得 最 大 值 LT hy 
固定 y, 对 xz 的 函数 g(z) = 用 上 面 的 结果 (ae 王 5, 6 二 1, c= 


2 
CI 十 5z)(C4z 十 3y) 


a 1 


(1+5z) (rT3y) ~ /sy + 2) 
同样 ,对 之 的 函数 有 


(5) 


ns 1 
(By + 62) (+18) 入 /dy tO (6) 


由 (5)，(6) 并 对 Vy 的 函数 再 一 次 用 上 面 的 结果 得 


0) 式 左 过 二 一 一 一 一 一 
15y 十 2)2GVX5y 十 6V3): 


| 
| MW15y 十 2)(WX5y 十 6V3) | 


1 2 
- | | 


SE 
5 120- 


已 知 数列 {a, } 满 足 条 件 


QI 一 本， 人 


?ov 一 3o = Tn 这 2. (8) 
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设 m 为 正 整 数 , m 宇 2. 证 明 : 当 nn 二 m 时 ， 
3 \s EE mC— 1 
(a ts) (m— (3) Dm 


(2005 年 中 国 数学 奥林匹克 试题 , 朱 华 伟 提供 ) 


(9) 


解 ”本题 当 然 是 先 求 出 {a,} 的 通 项 . 由 (8) 得 2 (0 十 2 )= 3 (a 十 于)， 


et 


A zi 一] 
于 是 (9) 化 为 (3) (m (3) je 
在 ?三 2 时 ,(10) 可 加 强 为 


(11) 的 证 明 如 下 : 


设 f(n) = (3 (一 是 二) 在 xn 之 m 时 ,FG 竺 1 一 人 


因为 (+ 二) > (1+ 南 ) >1+m* 直 =2> 


所 以 tr 


由 于 f(n) 递 碱 , 要 证 (11) ,只 需 证 f(2) 一 严 一 , 即 


(3) 这 


(10) 


(11) 


m—n 二 1 


m—n 


(12) 


因为 (= 寺 1)” tm [有 一 六 一 六 之 半 ,所 以 (12) 成 立 ,(11) 


也 随 之 成 立 . 
当 m 二 n 宇 2 时 , 易 证 (11) 成 立 . 
容易 看 出 , 当 且 仅 当 mm = 二 n == 2 时 ,(11) 中 等 号 成 立 . 
于 是 , 剩 下 的 问题 是 证 明 * 王 1 时 , 式 (10) 成 立 , 即 


二 ml -i 
人 
为 了 证 明 (13) ,考虑 关于 :的 二 次 函数 y 一 mt 一 二 刀 
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这 个 函数 在 + 过 二 mm 时 递增 ,而 
1 m 
(2 t+ 让 人 + 二 ) > Thm = ) 
1 十 二 二 1 十 广 魏 半 m 


所 以 m() 


因此 (13) 成 立 . 


在 上 面 的 证 明 中 ,n 为 正 整数 ,这 与 原来 的 题 意 相符 . 其 实 , 不 等 式 (10) 对 一 切 满足 
1 委 ? 委 六 的 实数 =” 均 成 立 (m 为 大 于 或 等 于 2 的 实数 ). 上 面 的 解答 需要 略 加 修改 . 
关于 f(n) 的 单调 性 ,应 当 利用 导数 


f’'(n) =— (全 + om—nt+D (3) In 
- (st) 
< (2) (ms) 
而 在 1 志 n 牵 2 时 , 应 当先 证 明 
st) = mt1—($) (m- (3)™) 


是 单调 递减 的 (从 而 ,问题 化 为 (11) 的 证 明 ). 这 也 要 利用 导数 ;因为 


mln-2) 


(人 
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开赴 gr (ma) 一 0 
二 (1-In>)> Cm—2)( 3 | 
nor—l) Mo-2) 
+9 


< 一 


( 

<=m(1—! n 立 )> (0m 一 2) (二 ” ln 
(1—In3)> om 一 2In 立 +1 
( 


PR 1 一 2In 记 )>1 一 2In 学 ， 


而 1—2in> 二 0 (e 一 2.718.… > (三 ) 一 2. 25 )， 所 以 上 面 最 后 的 不 等 式 成 立 . 从 而 


g(2) 递 减 . 

解 题 时 ,可 以 考虑 问题 的 推广 与 加 强 , 做 得 比 要 求 更 多 一 些 . 

两 个 变量 之 间 如 果 有 条 件 相 关联 ,那么 实际 是 一 个 变量 . 但 在 对 一 个 变量 求 导 
时 ,不 要 忘记 另 一 个 变量 是 它 的 函数 ,也 必须 求 导 . 复合 郴 数 的 求 导 法 则 是 
(flg(z))) = f (g(x))。 g(x). 特别 常用 的 是 (f(azr 十)) ”= af (azr 十 门 ， 
人 人 

已 知 a,b 为 正 数 ,并 且 
4 十 0 一 2， (14) 

求证 :在 nn 证 1 时 ， 2 十 久之 2. (15) 

解 在 a = 二 b= 二 1 时 ,显然 a 十 br = 2. 

不 妨 设 a 宇 1 宇 b. a 十 "= 二 a" 十 (2 一 a)" = 二 f(a) 是 a 的 函数 . 

大 (a) 三 7 和 一 让 中 =n(a li—b) 之 0， 

所 以 f(a) 递 增 , fla) 三 f(1) = 2. 即 (15) 式 成 立 . 

本 题 的 nn, 如果 是 自然 数 ,可 以 不 用 导数 来 证 明 . 但 如 果 n 是 一 般 的 实数 ,那么 导数 
的 利用 就 是 非常 必要 了 . 

对 于 三 个 或 更 多 个 变量 的 条 件 不 等 式 , 可 以 固定 其 中 一 些 变数 ,化 为 一 元 函数 . 再 


经 过 调整 得 出 所 需要 的 结果 . 
例 6 已 知 a, b， c 为 非 负 实 数 , 且 a 十 5 十 c 一 |. 求证 : 


Co 
解 ” 注 意 到 ,在 a == 1, 5 二 c= 二 0 时 , 所 证 不 等 式 成 立 .不 妨 设 a 宇 6 宇 c. 固定 六 
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则 c == 1 一 6 一 a 是 a 的 函数 . 
考虑 a 的 函数 f(a) 一 (1 一 a 十 (1 一 态 )? 十 (1 一 c ,有 
f(a) 递减 铺 广 (a) 三 0 
OO—a(l—a)++c(l—c) 过 0 
(一 C)(a +aci+e—l)<0 
Sa 二 ac 二 cc 一 1 志 0 
< 十 < 过 工 


最 后 的 不 等 式 显然 成 立 . 所 以 , f(a) 递减 . 可 以 使 a 增 大 c 减 小 (a 十 c 保持 不 变 )， 
而 f(a) 一 直 减 小 ,直至 c 减 小 至 0. 于 是 , (1 一 a 十 (1 一 如 ?十 (1 一 0 减少 为 (1 一 
qa? 十 (1 一 忆 )? 十 1( 其 中 a 十 b= 1). 

对 函数 g(a) = (1 一 a2)? 十 (1 一 如 阁 十 1(a 十 b= 二 1) 采用 同样 的 做 法 (前 面 的 < 换 
成 0 ,可 知 g(a) 递减 .所 以 , g(a) 宇 (1 一 1)? 十 (1 一 0 十 1 = 二 2. 

因此 ,所 证 不 等 式 成 立 . 

由 例 6 可 以 看 出 ,利用 导数 调整 的 步骤 是 : 

(i) 选 定 目标 ,也 就 是 不 等 式 中 等 号 成 立 ( 函 数 取 最 大 值 或 最 小 值 ) 的 情况 ; 

(ii) 固定 一 些 变量 ,使 函数 成 为 一 元 函数 ; 

(iii) 确定 调整 方向 ,也 就 是 应 证 明 该 一 元 函数 递增 或 递减 ; 

(iv) 利用 导数 证 明 函 数 递 增 或 递减 ,从 而 使 一 个 变量 调整 到 所 需要 的 值 ; 

(v) 继续 采取 上 面 的 做 法 ,直至 使 各 个 变量 都 调整 到 所 需要 的 值 . 

i 已 知 x, y, zER+ ,有 上 且 ryz= 二 1. 求 证 : 


1 
lz V1 十 y ] 十 及 
解 ”不妨 设 工 三 y 三 >. 
当 y 过 2 时 ,固定 x, 则 z 一 地 函数 


< 2 (16) 


1 1 1 i 
(y) = + 丰 = 二 二 = 总 注 
A i J 允 二 十 过 
ED 
] 1 1 


一 一 一 一 一 一 小 . 
站 
2 2 
te 
一 
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< 过 增 号 (tI) >0 

O22y(l 二 y)—3y = y(2—y) 宇 0. 

最 后 一 个 不 等 式 显然 成 立 . 因此 ,f(y) 递 碱 . 此 时 ,可 增 大 z 减 小 y, 直 至 y= z. 
当 y 之 2 时 ,固定 x, 则 zx 二 去 

上 + 有 + 一 淮 减 

p(y) ZO 

今 …( 前 面 的 = 换 成 z) 


p(y) = 


i a A 
ed 


2 
于 十) 递减 


3y 和 
(rt) OOy2— yo. 


最 后 一 个 不 等 式 显然 成 立 . 因此 ,g(y) 弟 减 . 此 时 ,可 减 小 y 增 大 ,直至 > 一 2. 再 
用 前 面 的 方法 调整 使 y = z. 于 是 , 式 (16) 化 为 


3V2 
中 有 "sez 14 到 
1 十 zx vl++y 本 
h(y) = l t 2 递增 
1 十 zz vl+y 
Oh'(y) 宇 0 


] 1 


(1 十 z) 主 > 机 
Gy (ly) 宇 1+z 
Or(l+y) 三 1 十 zezy 之 1. 
因为 yY 迄 Zz， zy 一]1, 所 以 y> 和 1，zy 三 1. hl(y) 递增 . 可 使 y 增 大 减 小 ,直至 
z 二 y 二 1. 在 这 个 过 程 中 ,h(y) 一 直 增加 ,直至 取得 最 大 值 2， 
WE 已 知 z yzERtU(0), 且 z 十 > 十 = 一 1 了 
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> (Hs )<? 
解 当 z 二 y 一 z 一 计时 ,等 号 成 立 . 
2 (9zx*) 在 x 一 y 一 x 二 时 ,取得 最 大 值 ,但 了 5 过 却 不 是 在 x 二 y= 
= 二 村 时 ,取得 最 大 值 . 这 一 点 先 说 明 如 下 ; 
不 妨 设 工 宇 y 宇 z. 固定 y 则 z 王 1 一 > 一 工 . 
f(z} >) je 15 一 5 递增 所 (z) 宕 0 


pg Coa 

由 于 证 站 一 092 S109 人 从 而 ,f(z) 递 增 . 因 
此 ,可 使 z+ 增 大 zx 减 小 ,直至 x 变 为 0. 在 这 个 过 程 中， me 一 直 增 加 . 同样 ,可 
使 z+ 增 大 y 减 小 ,直至 > 也 变 为 0, xz 变 为 1. 所 以 ， 


20 20 2 0 
2 0 二 和 一 


ee 
因为 了 和 6 过 6, 所 以 ,在 9Dx 之 漠 二 6 一 点 时 ,所 证 不 等 式 成 立 . 
设 9 忆 也 一 学 (< 5)， 


不 妨 设 + 之 地 之 z. 固 定 y, 则 z= 二 1 一 y 一 xz 


F(x) = ED (二 二 一 9z?) 递 减 FF Cz) <0 


20x a 20z 
On 0 ot:<0 


20x Ny / 
ER z) ~0 
20(15 十 277x2) 一 (15 一 9z2)3 一 0. 
因为 15 一 9x? > 15 一 5 二 10, 所 以 ， 
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《15 一 9z 六 一 20(15 十 27z2) > 100(15 一 9z2) 一 20(15 十 27z2) 
= 20(60 一 72z ) > 20(60—8X5)>0. 


于 是 ,F(z) 递 减 , 可 调 小 增 大 =, 直 至 或 = 成 为 亏 . 在 此 过 程 中 ,F(z) 一 直 


增加 . 
不 妨 设 :二 计 , 又 设 + 之 计 宇 y 继续 采用 上 面 的 做 法 , 便 知 所 证 不 等 式 成 立 ,其 中 


等 号 仅 在 zx = y 一 = 一 二 时 成 立 . 


本 例 不 适合 用 琴 生 不 等 式 证 明 . 因为 函数 g(z) = jz 一 9zx? 并 非 凸 函数 , 它 


的 二 阶 导数 与 上 面 的 20(15 十 27z?) 一 (15 一 9z2)3 只 差 一 个 正 因子 . 而 20(15 十 27x?) 
一 (15 一 9z2) 并 不 恒 负 ,例如 ,zx = 1 或 接近 1 时 , 即 取 正 值 . 


给 定 正 整数 n. 求 最 小 的 正 数 ,使 对 任何 E (0, 豆 ) (i=1,2,…, 7D)， 


tangl » tanb; »*… » tanb, = 22, (17) 
就 有 
cos 0 十 cosy 十 … 十 cos0, 三 A (18) 
(2003 年 CMO 试题 ,黄玉 民 提 供 ) 
解 当 " 一 1 时 ,cosb = (1+tanb) 二 一 人 ,= 号 . 


设 n 宇 2. 仿 工 ; = tan? 0.(1 过 i 过 nn), 则 题 设 条 件 变 为 


To 一 2". (19) 


1 
; \ 和 一 一 一 一 坟 儿 
要 求 最 小 的 4, 使 >， 万 A 
不 妨 设 zi ，z，…，xz 中 最 大 , 则 由 式 (19) 有 zi 宇 2. 
> 之 2 则 与 例 7 中 ww 之 2 的 情况 完全 一 样 (x 即 zi， 了 即 Z2)， 可 以 得 出 


= = g(x:) 递减 . 从 而 ,可 调 小 zs 直至 zs = 2, 这 时 ,p(xs) 一 直 增加 , 因此 ， 


可 设 zz 三 2, 同样 ,可 设 zs < 25 7 SE 三 2. 再 由 例 . 中 y 志 2 的 情况 ,可 逐 
,让 
步调 整 ,使 得 x。，z，，…, zx, 都 调 成 (全 ) .于 是 ,只 须 求 最 小 的 ,使 
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1 nl 
(y) = 一 < 
SM 
其 中 zz 过 2 过 zy 一 2， 
oy rl mdb 1 “2D 一 2 区 本 | 
2 “Zt+ay y" 2y LVOITz VAa+y) J 


g(y) 递增 人 允 g (y) 三 0 
2 


qf > ty 
Sr (ly 一 交代 十 2 之 0. 
当 n = 二 2 时 ,zy = 2， 
YEU+D I+ 
一 42(1 十 y)3 一 yCy 十 4)3 
一 (2 十 y)(2 一 y) 之 0. 


所 以 ,g(Cy) 递 增 . 

又 
大 | 四 2 一 一 一 i 一 一 一 ee 
因此 ,最 大 值 为 g(2) 万 即 A 启 


当 区 之 3 时 ,zy 王 二 2"， 
ya [zz 人 (1 十 y)3 一 只 (1 十 z)3] 

= 223" (1 十 3)3 一 (ym 十 2") 

= (2" — yy)(y”? 十 2"y”3 十 3 x Ay 22n ) 

(yy) 十 22 3 十 3X22 2 一 22) 

一 0. 
所 以 8g(y) 递 减 . 
当 > 一 0 时 ,g(y) 一 n 一 1, 即 4 = 二 nn 一 1. 
及 六 人 设 a, bE (0, 1). 证 明 : 

a 十 扩 宇 a 十 允 . Ei 520) 

解 ” 指 数 是 实数 ,而 不 是 整数 ,通常 “初等 方法 ”难以 奏效 ,也 就 是 必须 利用 导数 . 
不 妨 设 a 宇 b, 考虑 范 数 zx 一 x*. (20) 即 


pp—b 宇 a 一 a’， (21) 
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rs 
/ ee 
了 IN AOA) 
PS ， 站 、 程 
S 


因此 ,我 们 希望 x 一 x 在 x 宇 5 时 是 减 函数 (从 而 由 a 宇 5, (21) 成 立 ). 求 导 


(2 — 0) he mar! =arm (2 —r +). (22) 


在 zf 之 (之)” 时 ,导数 过 0, 函数 攻 一 x 弟 大 (在 zx 一 (和)” 时 ,函数 取 最 大 值 ). 


因此 ,只 需 证 明 b> (过 ) (23) 


(23)©O 人 bh 


ER (24) 
而 由 贝 努 里 不 等 式 
a — XL-— (i— da) En 
Si ss (25) 
> (1 a) Tn 
因此 
.A 
OT— ta 
全 一 人 (人 二 & 一 友之 本 一 有 (26) 
Ol—b—a++ab 宇 1 一 a 
a C7 


最 后 一 个 不 等 式 显然 成 立 , 因 此 本 题 结论 成 立 . 
我 们 用 泌 一 x 而 不 用 br” 一 a*， 因 为 前 者 的 导数 较为 简单 ,后 者 将 产生 对 数 函 数 等 
超越 函数 ,难以 处 理 . 


二 人 
习 题 21 人 

给 < Fk JP Es 

i 


1. 证明 :在 区 间 [0， 十 ceo) 上 ,函数 并 一 (1 十 z)ln(1 十 z) 递减 . 
2 证明: 实数 mm 之 2 时 ， (1+ 二 ) 尖子 . 
22 


党 
3， 现 ， 扩 为 实 教 ,证 明 ; rd 宇 2 并 且 贡 之 nn 宇 1 时 ,1 i 
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4. 利用 上 题 (m,n ee 4 中 的 (10). 


11. 
12. 


a”" 二 a” td es 站 
证 明 : 1. 十 1] Sl 


2). 


. 设 ada, b， Cc 是正 实 数 , 且 


a 十 b 十 c= 二 
证 明 : 

二 十 让 十 吉之 吧 十 基 十 cz 
ea 求证 : ab? 十 bc? 十 ca? < 2 
i yzERtU1(0)， 且 z 十 ?十 = 一 广 . 

; Mr VYy Vz i 
i ee 十 可 十 了 的 最 大 值 与 最 小 值 
. 设 工 十 y 十 z 二 1, 其 余 条 件 不 变 , 解 上 题 . 
+ 名 
. 已 知 Z，y，,z ERt, zx 十 y 十 z 一 1. 求证 ， 2 Si 
| 2 a bp ch 
设 正 实数 a, b,c 满足 abc 一 1. 求证 :对 于 实数 A2> 2， -所 Do ie 


a，b, Cc 为 正 实数 .求证 : 


5 a pb & 3 
(D0<AST 时 ,一 一 十 一 一 十 一 之 . 
4 V 三 干杯 VT Votar ~ iT 


9 a b C 
(b) > 证 时 ,一 二 十 一 一 十 一 -一 天 
“Varta Vora VC 十 ia 


(1) 


(2) 


Nw 
和 看 
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中 学 数学 介绍 了 等 差 数 列 与 等 比 数列 的 通 项 公式 与 求 和 公式 ,数学 竞赛 中 的 数列 
问题 稍 有 变化 ,但 大 多 数 仍 是 求 通 项 、 求 和 . 
一 ” 求 韭 波 纳 奇数 列 


Wo —0s WwW = ly = 1 wi = -inn= 2 3 ™°) 戎 敌 
的 通 项 公式 . 
解 Mn 二 l 一 Qt 一 Blu, 一 这 里 CQy 8 满足 
a 十 B= 二 13 ap 一 一 】， 


即 c， 8 是 方程 
时 一 站 一 1 :一直 《2 
的 两 个 根 上去 v， 
zl 一 au 组 成 公 比 为 8 的 等 比 数列 ,所 以 
Un 一 all 1 一 有 (一 ato) 一 有 . (3) 
将 nn 换 成 n 一 1， 一 Te 区 得 
Un—l 一 QU 一 2 一 有 
Ul 一 8 一 ] 
将 这 n 一 1 个 等 式 分 别 习 以 a, a ，…,，a”'， 再 与 (3) 相 加 得 
eB _ 1//1+V5" /1—V5)’" 
ne 2 ) ( 2 有 (4) 


(2) 称 为 数列 (1) 的 特征 方程 . 一 般 的 线性 弟 推 数列 
QR = CAN-i TT CsQitgs TT CQ (7 一 1，2，…) 
可 用 特征 方程 驻 一 Ce 一 … 一 失 一 0 


及 初始 值 a1 ,as，…,at 定 出 它 的 通 项 公式 . 这 套 理论 与 常 系数 线性 微分 方程 类 似 ( 递 推 
关系 实际 上 是 一 个 差分 方程 ) ,很 多 书 上 可 以 查 到 ,这 里 不 再 重复 . 实际 上 ,在 数学 竞赛 
中 很 少 出 现 阶 数 & 大 于 2 的 递 推 数列 ,而 阶 数 等 于 2 的 递 推 数列 可 以 用 例 1 的 方法 
处 理 . 
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区 求 卢 卡 斯 (E. Lucas，1842 一 1891) 数 列 
Vi 一 ls v2 一 33 A = vy Oi (nn 二 2 纪 亿 …") (5 


的 通 项 公式 . 
解 ” 可 以 沿用 例 1 的 解法 ,也 可 以 利用 特征 方程 . 这 里 介绍 后 一 种 方法 的 梗概 . 
(5) 的 特征 方程 仍然 是 (2) (因为 它 的 递 推 公 式 与 (1) 完 全 相同 ), 从 (2) 得 出 特征 根 
[ 及 由 一 般 的 理论 ,有 vn = La” 二 1B"， 其 中 Ll， ,是 待定 系数 . 
从 v= 二 1, vw 一 3 得 


1 一 一 t Ls 9 
RE (6) 
3 lia’ 十 /8 
解 这 方程 组 得 li 一/ 一]， 所 以 (5) 的 通 项 公式 为 
Ww 二 (2 
注 ”如 果 定 义 vw。 = 二 2, 将 (6) 的 第 二 个 方程 换 成 2 = 4 十 1;, 则 (6) 可 更 加 方便 地 
解 出 . 
(4),，(7) 也 可 以 作为 uw 与 v, 的 定义 ,并 且 nn 也 可 以 取 负 整数 值 . 
{u,) 与 {v,) 有 众多 的 性 质 , 例 如 : 
Ws VR = i es (8) 
Zumts = Und 十 zw。 (9) 
vO— 5u = (—1)*。4. (10) 
u? 一 tn 一 1] Mr 一 = i G1 
Uh — UiUa = (— 1)"。5. C12) 
(uns Uiitl ) = ls (Uv,, Un+] ) = WW (13) 
us 与 w 的 奇偶 性 相同 ,并 且 (x， wv) | 2. (14) 
Um+n 一 UmUntl mE Um+n 一 UmUn 人 TO (15) 


证 明 的 方法 无 非 三 种 :利用 (4) 或 (1) 直 接 推导 ,利用 数学 归纳 法 及 递 推 关系 ,利用 已 经 
获得 的 性 质 . (8) 一 (12)，(15) 可 用 前 两 种 方法 ,(13) 可 用 第 二 种 ,(14) 可 用 第 三 种 及 
(10). 

i 3 


设 d 为 m,n 的 最 大 公约 数 , 则 wu,,，w 的 最 大 公约 数 为 us, 即 
人 (16) 
解 不 妨 设 浆 二 闷 由 (15) 


Um 一 Um—nl nl 二 zy (17) 
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WB (os i) [my Cun sy tty | Coy Wk 
又 由 于 (《zn+H1， Un ) 1， 所 以 (17) 导 出 (zxn， un ) | Mnpr 一 1 9 (Um， un ) | | un ). 
于 是 (lms i i (tn un) ,而 (mm 一 7m， n) = (m, n). 这 样 逐 步 递 降 ( 或 等 价 地 ,用 数学 


归纳 法 ) 即 得 (16). 
G 于 实数 a, 5b, xz, y 满足 方程 组 
ar+by 一 3， 
2 i 

i hs (18) 
az 十 5 六 = 16, 
azt 十 by = 42. 

求 Y 十 by 


解 上 面 介 绍 了 二 阶 线 性 递 推 数列 的 通 项 为 a, = az" 十 by". 反 过 来 {az" 十 by"} 
是 二 阶 递 推 数列 . 递 推 关 系 为 w+ 一 ca 十 da (c= 二 Zz 十 y, d = 一 xy). 


于 是 ,我 们 有 
16 = 7c 十 3d， 
| 一 16c 十 7C， (19) 
ai 一 42c 十 16d. 


解 这 方程 组 得 as = 20. 
注 〈iD 从 任 一 个 二 阶 线性 递 推 数 列 均 可 构造 出 (18) 这 样 的 方程 组 . 如 果 有 兴趣 
的 话 ,还 可 以 用 三 阶 线性 递 推 数 列 来 构造 . 
(ii) (1，c，d) 可 以 看 做 (19) 的 非 零 解 ,所 以 
人 的 
有 畴 学 
as 42 16 


一 0. 


这 样 消去 c,d 是 较 好 的 方法 . 
回国 证 明 o 一 也 C2Hi ,2 不 被 5 整除 
解 ” 易 知 ao 一 1, al = 11， 
1 2D 
" 4V2 


— (2Y2+1)(9+4V2)" + (2Y2— 1)(9—4V2)" 
4V2 


(9 十 4V2) 十 (9 一 4V2) = 18， 
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(9 十 4V2)(9 一 4V2) = 49. 


所 以 ta,} 是 二 阶 递 推 数列 , 递 推 关 系 为 w+ = 18a, 一 49a,_1 二 3a; 十 a,_1 (mod 5). i 
不 难 算出 ao， a ，… 了 以 5 的 半数 为 于 下， 入 


这 些 余 数 形成 一 个 周期 数列 (周期 为 12) az 三 a (mod 5). 由 于 前 面 12 项 中 没有 被 5 
整除 的 ,所 以 {a,} 中 没有 被 5 整除 的 . 
在 例 5 中 ， 数列 { an}mod 5 后 成 为 周期 数列 ,这 并 非 偶 然 的 现象 . 
J 任 一 满足 线性 递 推 关系 
Qntk 一 ClQnHk-l 十 czQrH 2 十 十 ca (1 一 1，2，…) (20) 


的 & 阶 线性 递 推 数列 各 项 除 以 任 一 自然 数 m ,所 得 的 余数 形成 周期 数列 . 
解 ”考虑 上 元 有 序数 组 


(Cs de a Ey (21) 


其 中 ui 三 ci(mod m), 并 且 a’ € {0, 1, 2,….， ni Fst = 1 SO se, 

这 样 的 上 元 数组 至 多 有 ms* 种 ,所 以 在 (21) 中 (实际 上 在 任意 mt 十 1 个 数组 中 ) 必 
有 两 个 数组 相同 . 设 (an y Qn HH % i 和 (an AH Qn HH i an HHE1)， 则 由 递 
推 关 系 (20), 有 Gn th 到 Qn HH Qn Ht Qn tht 人 即 {a, } 是 以 i 为 周期 的 周期 
数列 . 

不 难看 出 在 ct 与 m 互 质 时 ,这 个 周期 数列 是 纯 周期 数列 , 即 no 可 以 取 l. 

有 些 数 列表 面 的 结构 颇 为 复杂 ,但 稍 加 分 析 就 可 以 发 现实 质 上 还 是 二 阶 线性 递 推 
数列 . 

ol 7 = 0， wntl = 5a, 十 y 24a° 十 人 证 明 a, 都 是 整数 . 

解 已 知 的 递 推 关系 可 改写 成 


55 一 1025 +a: = 1, (22) 
将 n 换 为 n 一 1 得 an — l0aari ai 一 1. (23) 
从 (22),，(23) 可 以 看 出 a,_1， an 都 是 方程 

XC—l0anrt 十 a: 一 1] 二 0 (24) 
的 根 ,而 由 已 知 的 递 推 关系 易 知 a, 宇 0 并 且 严 格 递增 ,所 以 a,_ 1 头 a,n. 从 而 由 韦 达 定 
理 , 得 ar-1 十 an+l 二 10a,， C25) 
即 ai+l = l10a, — a,i. (26) 


这 是 一 个 二 阶 线性 递 推 数列 . 由 于 (26) 中 系数 全 为 整数 ,所 以 一 切 a, 为 整数 . 
例 8] dl 一 4 一 1, a, 一 a 一 二 (3 求 通 项 公式 . 
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解 由 a, 一 2 二 2 可 得 os 一 3 及 


dd 二 六 (27) 

将 n 换 为 n 十 1 得 nt+l dn—l 二 a: 十 2. (28) 
A Qntl i «u 交工 “党 

(27)，(28) 相 减 ( 消 去 常数 项 ) 得 EF 0 得" a 一 a:_1， 即 (29) 


将 nn 换 为 n 一 1， NO— 2 sve, 3 得 -各 二 4 Cn-l 


9 
Un—l 二 Qs Cn 一 2 


U3 十 ai U2 
J 上 才 Cn 十 ] A 3 Cn 
将 这 些 式 子 与 (29) 相 乘 得 a 
从 而 Untl 了 一 a 2 4a， 

2 
用 前 面 ( 例 1 或 例 2) 的 方法 易 得 
CS3 一 1D(2 十 3) 呈 十 3 十 1)(2 一 V3) 
n 2J3 


注 〈i) 本 题 可 能 是 由 (11)，(12) 的 启发 而 编制 的 . 
(ii 类 似 的 手法 可 处 理由 a 一 “二 二 46 产生 的 数列 {av} ,其 中 ,5 为 常数 .参见 


习题 22 第 5 题 和 第 6 题 . 
已 到 数列 {a,} 的 递 推 公式 为 


nd 2 ((7 一 a2 十 48 尖 0)， (30) 
求 它 的 通 项 公式 . 
解 先 求 出 分 式 线性 函数 坚守 的 不 动 点 , 即 由 
ag (31) 
ry 
得 出 不 动 点 
0 由 ray de A ad" beg eA (= + (32) 
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由 于 x， Xz 满足 (31) ,所 以 


二 
ai 十 了 人 


a (a 一 六 YX 一 朋 ) 
(a, 十 y)(zli 十 y)” 


i Ca oa — A 
"(二 7 (r+ 7 
所 以 
dn Tt 
Qntl ~ TX2 1 二 了 


即 生 二 是 公 比 为 9 = 宪 二 Y 的 等 比 数列 . 从 而 
i ek 
Cna+l 一 ZI _ pa 7) .AX 
Cn+l ™— TX2 过 Wi 


由 此 不 难得 出 {a,) 的 通 项 公式 ,但 我 们 宁愿 停 在 形式 整齐 、 比 较 容易 记忆 的 公式 (33). 
若 (7 一 a)? 十 4B8= 二 0, 则 zz，zx: 取 相同 的 值 x, 且 ay 一 B= (zx 十 7Y)*. 因此 


(33) 


i 1 1 


ds (a, — TX)(ZXT 7) - 二 
至 n 
dr st 


求 数列 通 项 公式 并 无 一 般 的 方法 ,往往 需要 根据 数列 本 身 的 特点 去 分 析 、 去 发 现 规 
律 . 如 果 能 作为 已 知 的 类 型 (等 差 数 列 .等 比 数列 .线性 递 推 数列 或 例 9 中 的 数列 ) ,当然 
最 为 理想 . 

1 ff 为 N 上 的 函数 ,满足 f(1) = 1， 


fm+n) = fm)++f nim (Ym, n€ NN). (34) 


求 f(n). 
解 N 上 的 因数 就 是 数列 ,所 以 这 个 函数 方程 实质 上 就 是 求 数列 { Fa) ) 的 通 项 
全 元 
在 (34) 中 令 m = 1, 立即 得 到 
2 十 1) = f(n) (n+ 1). (35) 


从 而 Fa 一 n 十 (mn 一 DD 十 … 十 2 十 1 二 于 于， 


数列 的 应 用 问题 往往 需要 建立 递 推 关系 . 
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己基 四 设 d 为 正 整数 , 求 方程 
Zi 十 Zz 十 … 十 zu 一 0Cmodd)， 0 二 Zz 二 d (过 1 过 z) 的 解 (zl，zy yz) 的 
个 数 . 
解 设 所 求 个 数 为 dn. 对 于 集合 A = (Cris > i | Qa ws i 一 ] ， 
DY we 一 中 每 一 个 (zi 9 X29 “9 Zi) 均 有 唯一 的 k 《0， 13 二 t= 满足 
Xn» 三 一 (Xl 十 Xz 十 …: 十 Xx,_1)(mod ad). 
其 中 z, = 二 0 的 个 数 为 ai; 而 | A |= (4d 一 1)", 所 以 
Ci = (Ad— 1 — (36) 
将 n 换 为 n 一 1, n 一 2, …, 2 得 
[1 Ce :i dn-2, 


a = (d— DS — gys 


Wa = (d— 1)(ai Ee 0). 
将 这 些 式 子 交错 地 乘 以 一 1 ,十 1, 并 与 (36) 相 加 得 
an 一 《qd 一 1) 一 一 (qd 一 1]) 呈 十 十 (一 1 一 1) 


~ 
二 了 (= lh 


中 是 由 已 知 正 数 数列 {a, } 满 足 ao = 1， 


an 一 Qnr+l 十 ar (Yn€N). (37) 
试 确定 和. 
解 ” 这 是 “ 逆 推 的 斐 波 纳 奇数 列 ”( 由 后 向 前 推 ). 将 (37) 改 成 顺 推 的 形式 
Qniz 一 一 Qun 十 Co， (38) 
容易 导出 (用 数学 归纳 法 ) n 宇 2 时 ， 
ds = (DD sa Wi) “(39) 


其 中 {wu,}) 为 例 1 中 的 辈 波 纳 奇 数列 . 
为 了 使 a, 这 0(VY7m ENN), 必须 有 


红 革 区 二 Fi 9 7 为 正 偶数 ， (40) 
a > “ 呈 ,n 为 大 于 1 的 奇数 . (41) 
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由 (4) 及 (EE 一 0(7 一 十 co) 本 ed 从 而 由 (40)，(41) 得 


本 aa (42) 


反 过 来 , 当 a 一 克 寺 1 时 ，(40)9 一 ( 昨 寺 1) ”< 一 (全 地 1) ”显然 成 立 . 同样 


(41) 也 成 立 . 因此 (42) 是 本 题 的 答案 . 

忆 寻 呈 等 差 数 列 {a 十 bn | n= 二 1, 2,…) 中 包含 一 个 无 穷 的 等 比 数列 , 求 复数 a， 
ba, 0 天 0) 所 需 满足 的 充分 必要 条 件 . 

解 设 有 自然 数 n 二 ns 二 … 使 4 十 bni, a 十 bns，… 成 等 比 数列 ,那么 


atbn! _ a+tbn; 
a 二 bns a 二 bns’ 


a 二 bn 1 一 nz e 
由 比 的 性 质 得 a 二 bn > ee k). 
Ei 


反 过 来 ,如 果 去 E Q, 不 妨 设 a,5E Z, 并 且 二 0. 取 自 然 数 xm ,使 


CC 一 4 十 pz > 0. 


令 

= 5b 二]1, 

Mt 一 7 +ag"， 
则 由 归纳 法 易 知 a bn: = og*, 


即 子 列 {a 十 bn | k=0, 过 站 成 等 比 数列 . 
因此 , 4 € Q 就 是 所 求 的 充分 必要 条 件 . 
2 设 有 一 个 两 端 无 限 的 实数 数列 
i adn, ***, (43》 
其 中 每 一 项 都 等 于 它 的 两 个 相 邻 的 项 ( 左 、 右 各 一 个 ) 的 和 的 地 证明 如 果 数 列 中 有 某 两 


项 (不 一 定 是 相 邻 的 项 ) 相 等 ， 让 
解 设 a， b， Cs …， de， 厂 是 (43) 中 若干 相 邻 的 项 ， 并 且 a=/. 
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我 们 证 明 65 = e, 如 果 4 关 e, 不 妨 设 be. 将 ay py cy de f 与 f,e,d,…， 
c， 6b， a 的 对 应 项 相 减 得 数列 


0，xZ， Vs 之 TO ”9 Qs (44) 


其 中 z 三 0 一 二 0. (44) 的 每 一 项 ( 首 、 尾 两 项 除外 ) 仍 等 于 两 个 相 邻 的 项 的 和 的 
并 且 


1 
pe 


y= 三 47 二 工 二 0， = 4 


所 以 (44) 是 严格 递增 的 . 这 与 最 后 出 现 负 项 (一 z+) 矛盾 . 
于 是 2 一。. 由 此 立即 导出 a 前 面 的 第 1, 2, … 项 与 f 后面 的 第 1, 2, … 项 对 应 
相等 . 


习题 22 


1. = A RE === Sun > ls Zs “*), 求 通 项 公式 ， 


2, ao = Ov ai = ka 二 1) 二 (+ Da 十 2 十 Lawf(a Td 1)(n=05 l, 25*5). 
证 明 :对 任意 的 正 整 数 R, a,(n 宇 1) 为 正 整 数 . 


< 


2 
/ 2 
4, 已 知 uno 一 ] ， i 人 二 一 0， Ls pp “). 求证 :a， > 7 
Cl 十 2 


Ss. 已 知 Ul = 2, us = 2 Qn+2 一 (n = 二 2 “…) ， 求人 {a, } 的 通 项 公式 . 


2 Re nn 
i se pe be i ne 


dn 
7. a 一 1 a 一 Qi 十 5 一 了 (n 之 2); 来 通 项 公式 
8， 已 知 数列 {a,} 的 和 S, 二 na,syail 二 1，, 求 通 项 公式 . 
9. ai 二 2, a 二 一 Qn 十 1. 证 明 :a, 都 是 整数 并 且 数 列 中 任 两 项 互 质 . 
二 2 一 2，3，…)， 证明 a, 都 是 整数 . 
11. {a,) 满 足 递 推 关 系 a 十 par 十 qan-z 二 0. 证 明 : 存 在 常数 c, 使 
ashn 十 parnian 十 qa 十 cq” 二 0. 


12. a, 为 大 于 或 等 于 n 的 最 小 整数 和 需 佬 ,bb 一 ai 十 az 十 … 十 a， = 


13. 


14. 


15. 
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5 
(a) 用 一 表示 oe 
n n 


b, 
(b) 证 明 对 任意 实数 d € [ 专 ， 六], 有 一 个 自然 数 数列 nn 一 co, 使 得 lim -2 


keoo 《7 7) 
= dd. 


2 
茹 可 夫 斯 基 (H. E. 冰 ykoBcKkH 首 ，1847 一 1921) 机 可 函数 满足 递 推 式 x, ,| 一 i 


若 | zi 一 yc | 二 1, 证 明 x, 一 Vc(c 与 x 均 为 正 数 ). 
对 例 1 、 例 2 中 的 {wu,}，{v,}) 证明; 


(a) U2on 一 六 Ci 23 一 六 2 (by) Wi = il 十 Wh， 
点 二 0 点 二 人 0 


(c) uf 十 十 十 wl 二 win4i， (d) wi+1=4uus_ i 二 ud-_,, 
克 十 醋 十 十 妃 二 vv 一 2. Ubi 二 1 = arn on 3. 
(e) zi 十 (一 1)"+lz = uv. (f) {ww} 中 任意 dn 个 连续 的 项 ,和 被 tw 整除. 
(g) v, | Wn 为 偶数 ， (h) zw 的 个 位 数字 为 3, pp 为 任意 大 于 3 的 
v, | Un 后 为 奇数 . 质数 . 


(GD 在 对 与 nm 之 间 的 {wu} 的 项 不 多 于 n(n, 上 上 为 任意 自然 数 ) 个 . 


”i am 十 去 nCn 一 1Dan 忆 


一 7) 3. 试 求 S, 二 a 十 2Cla i 十 3Cia, 2z 十 … 十 nCria) 的 最 简 
表达 式 . 
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数学 兖 赛 中 , 函数 很 少 用 显 式 给 出 . 通常 是 给 出 函数 的 一 些 性 质 ,证 明 它 具 有 另 一 
些 性 质 , 求 出 这 个 函数 ,或 证 明 满 足 已 给 性 质 的 函数 不 存在 或 不 唯一 (甚至 无 穷 多 个 ). 
函数 的 迭代 也 是 常见 的 问题 . 我 们 约定 


fz) 一 CCFz) 0)) fx) 一 工 


£ 个 f 
[Of:R 一 R 是 不 减 的 ,并 且 
大 十 1 一 jz) 十 1， (1) 
PX) = Re 


解 ” 由 (1) 容易 看 出 (zr 十 1) 二 f(z) 十 1, 所 以 g(x 十 1) 二 g(x), 即 p(x) 是 
以 1 为 周期 的 周期 函数 . 因此 ,我们 只 需 在 区 间 [0,，1]j 上 证 明 (2) 成 立 . 
不 妨 设 工 二 y% xX，y € [0, 1]. 这 时 


一 一 二 (3) 
由 于 f(x) 不 减 ,所 以 f(x) 不 减 ,f(z) 一 f(y) 宇 0， 
1, (4) 
另 一 方面 ， 
TI Cr = (C5) 
结合 (4)，(5) 即 得 (2). 
有 _F:N->N, 满 足 
FC (6) 
f(2n+1) = f(2n) 二 +1, (7) 
f(2n) = 3f(n), (8) 
求 f 的 值 集 . 


解 由 (8) 立 即 得 出 f(2*) = 3. 这 就 启发 我 们 采用 二 进 制 与 三 进 制 . 设 
1 一 0,X2 十 a-lX2 一 十 … 十 aaX2 二 ao (a; € {0,1}, 0<i<s). 
如 果 ao = 0, 那么 由 (8) 

f= 3fla; X27 十 aa X27 + al); 
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如 果 ae = 二 1, 那么 由 (7) 
fln) = f(n—1)+l1= fla; XZ 十 … 十 ail X 2) 十 ao. 
于 是 ,由 归纳 法 立即 得 出 f(n) = as X33 十 a X3 十 … 十 aiX3 十 ao. 即 f 的 
值 集 由 三 进 制 表示 中 不 含 数字 2 的 那些 数组 成 . 
卫 卫 2 为 已 知 实数 , 0 二 a 二 1. f 为 [0, 1] 上 的 函数 ,满足 f(0) =0, f(1)=1 
及 对 所 有 三 yy， 


f (EF)= C1 fy ACY (9) 


SE 
求 /( 才 ). 

解 ” 这 类 问题 的 基本 解法 是 选 一 些 适当 的 值 代 人 给 定 的 函数 方程 中 ,以 导出 有 用 
的 关系 . 


由 (9), 取 zx 一 0,y 一 1 得 。 /( 专 )=a (10) 
0 十 污 

a A 
,i 

jj 二 用 2 一 (1 一 a)a 十 a. (12) 


(11)，(12) 给 出 /( 翅 ) 的 另 一 个 表达 式 (这 是 解决 本 题 的 关键 ), 即 


f(3)=f Ci a 十 adi —a)y. (13) 
由 (10), (13) 得 w= (ly (14) 
由 于 a 头 0, 1, 所 以 由 (14) 得 出 a 一 学 . 从 而 (9) 即 
f(TY)= LD LY FO (15) 
0 十 亏 


设 f()=6, 则 5b= /| 一 > 


一 去/ 有) 所 以 f( 子 )=2b. 由 F( 守 ),f( 弛 ) 
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又 可 推出 /( 半 )= 3b. 依 此 类 推 直至 /(1) = 76. 所 以 f( 专 )= b = 
注 (i) 本 题 若 不 先 定 出 a, 则 多 走 弯路 而 无 效果 . 
(ii 用 上 面 的 方法 易 得 / 几 亚 )= 至 ,对 任 一 有 理 数 玫 E [0, 1] 成 立 .但 车 不 增加 


连续 性 , 则 本 题 的 解 f(zx) 有 无 数 多 个 ,， f(x) = 工 仅 是 一 个 显然 的 解 . 
2 设 F(z) 定 义 在 R\{0, 1} 上 ,并 且 


1 
Ss 


F(z) +F(£—)= jf (16) 


求 F(zx). 
解 、 我 们 希望 用 适当 的 值 代入 (16) 以 消去 F( 王 一). 为 此 , 令 y = 天 三 二 则 


0 
y 2 


[二 )= 1+z 一 1 (17) 


F(2—)+F( 
(16)，(17) 虽 可 消去 F( 于 二 ), 但 又 多 出 了 下 (二 ). 为 消去 (了 一), 我 们 令 


一 于 -一 ， 则 2 一 1 一 2 由 (16) 
一 y 


0 oe ?PS 
Fi + = 1 (18) 
A 
(16) 十 (18) 一 (17) 得 2F(z) = + 


所 以 F(x) = 一 入， 不 难 验 证 它 的 确 满足 (16). 


注 设 f(z)=1 一 过 ; 则 f(z) 一 二, f(zx) = 二 上 面 的 解法 就 是 从 三 个 


方程 中 消去 F(f(z)), F(f 了 (zx)). 如 果 有 f(z) 满足 f(x) = xz, 那么 同样 的 解法 可 
以 处 理 形 如 F(z) 十 F(f(z)) = g(xz) (yq 为 已 知 函数 ) 的 函数 方程 . 
了 求 满足 函数 方程 


Gx) 十 :其 : zy 
f(x)— f(y) 人 ) 如 洋 态 (19) 


的 所 有 连续 函数 f(z). 
解 ” f(x) 一 工 显然 是 解 .我们 要 证 明 只 有 这 一 个 解 . 
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在 (19) 中 令 y= kz 得 


fC2) + fk -f(z+)- (3 二 全 f(D) 十 fk) os 
FE) — FER) a 1—k}™ FO — A 
a 
从 而 f(z) = RB fz). (21) 
令 k 二 0 得 f(0). (1 = 0. 由 于 f(z) 不 恒 等 于 f(1), 所 以 f(0) = 0. 
在 (19) 中 令 y= 二 0 得 1 二 FCT (22) 
从 而 REY FCW Pew (23) 
我 们 希望 证 明 对 于 n € N， fln)=n. (24) 
关键 的 一 步 是 证 明 f(2) = 2. 
由 (23)， 
f(4) = f?(2). (25) 
由 (19)，(23) 
3 (26) 
rd) 十 1 5\、_ fC5) 
汉人 一 了 (3 fC3)° CoE 
人 = (28) 


从 (25)，(26)，(27)，(28) 中 消去 f(3)，f(4)，f(5) 得 


Ft Cf* 2+ DA — 
f°(2)—1 (2) 十 1)(1 十 2F(2) 一 大 (2)) 


即 (一 22， 
从 而 f(2) = 2( 根 据 (21), f(2) = 0 导出 了 (2X 却 )= 0, 与 (22) 矛盾 ). 
如 果 (24) 对 nn 二 2m 成立 ,那么 f(2m) = f(2)f(m) = 2f(m) = 2m， 


-Am D ET ml 
A sy ee 


因此 (24) 对 一 切 自然 数 n 成 立 . 
在 (19) 中 令 y= 一 zx, 得 f(z) 十 f( 一 x) = 0, 即 


fl fC (29) 
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因此 (24) 对 一 切 整 数 成 立 . 


BB "WE 2 
由 (23), /( -6 Es 各 即 (24) 对 一 切 有 理 数字 成 立 . 


最 后 由 连续 性 得 f(x) = x,Yx€R. 

注 (i) 两 个 有 实质 不 同 的 ,与 /(5) 有 关 的 等 式 (27)、(28) 是 导出 f(2) 二 2 的 
关键 . 
(ii) 逐步 证 明 (24) 对 于 N、Z、Q、R 成 立 ( 最 后 一 步 常 常 要 用 连续 性 ) ,这 种 方法 称 
为 柯 西 方法 . 请 参看 习题 23 第 10 题 . 

(iii) 仅 由 (23) 就 可 导出 f(x) = x ,cc 为 常数 .参见 习题 23 第 11 题 .但 c 仍 需 利 用 
(21) 确定 . 

(iv) 连续 性 往往 可 以 用 单调 性 (递增 或 递减 ) 来 代替 ,更 适合 于 中 学 竞赛 . 

f/f(n) 定 义 在 N 上 ,满足 


(i) f(f(n)) = 4n+9, Yn€N; (30) 
(CN FD = VEE NU 10 C3 
下 1789), 


解 ” 注 意 /“”(n) 有 两 种 算法 : 
fF = FIAT =A4f0) + 9, 
fn) = ff = fdnt 9). 
所 以 
(42 十 9) 一 4 十 9. (32) 
由 于 1789 = 二 9 十 4X9 十 信义 9 十 入 XX9 十 人 村 X22, 所 以 反复 用 (32) 得 
f(1789) = 9+4f(9+4X9+4 和 X94 X22) 
一 9 十 4XX9 十 427(9 十 4X9 十 至 义 22) 
一 9 十 4X9 十 4 X9 十 43 Xf(9 二 4X2’) 
一 9 十 4X9 十 4 X9 十 和 X9 十 4:f(4) 
一 9 十 4X9 十 4 X9 十 4 X9 十 4 X(2 十 3) (利用 (31)) 
= 3 581. 
注 、3581 二 2X1789 十 3. 似乎 f(n) = 2n 十 3. 这 一 猜测 并 不 正确 ,参见 第 24 讲 
例 2. 
更 求 出 满足 以 下 要 求 的 所 有 R 一 R 的 图 数 f，g，, hh: 
f(z)—g(y) = (rz— yh(rt+y) (Vz,y € BR). (33) 
解 令 z = 二 y 得 f(x) 一 g(x) ==0, 因此 f(x) = g(xz). (33) 可 改写 成 
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fl fy) = (2— hr yy. (34) 

当 f(x) 满足 (34) 时 ,f(zx) 一 了 (0) 也 满足 (34). 因此 可 假定 了 (0) = 0. 在 (34) 中 令 

yy 一 0 得 f(x) = zh (7x), (35) 
代入 (34) 得 

h(xr—(D = Cr— yh(rTy). (36) 


当 h(xz) 满 足 (36) 时 , h(x) 一 h(0) 也 满足 (36). 我 们 假定 h(0) = 0. 在 (36) 中 令 


y 二 一 + 得 zh(z) 十 h( 一 xX) == 0, 即 h(z) 为 奇 函 数 .于 是 在 (36) 中 将 > 换 为 一 y 得 
Mm(r)— wh(y) = (ri yh(r oy). (37) 
由 (36)，(37) 得 (TC— yh(zrt+y) = (r+ yh(r omy). (38) 


改 记 X 一 y= 二 5, 开 十 了 一 二 则 (38) 即 各 一 0, 因而 


h(xr) Ee 常数 C， 


ef 


h(xr) = t, f(z) = 0 = g(2N 
本 题 的 全 部 解 为 h(x) = cr 二 a, f(x) = g(x) 一 cz 十 az 十 0. 


其 中 c, a = 二 h(0), b= 二 f(0) 均 为 任意 常数 . 
注 本 例 有 两 点 技巧 值得 注意 . 一 是 设 f(0), h(0) 为 0, 将 问题 简化 . 二 是 注意 对 


称 ,导出 (38) 这 样 的 式 子 ,从 而 全 站 与 ;无关 ,为 一 常数 . 此 外 ,本 题 未 假定 各 函数 可 


导 , 若 轻率 地 使 用 导数 是 不 妥当 的 . 

多 元 函数 的 方程 ,解法 与 一 元 类 似 . 

2 设 flx, y) 为 x,y 的 多 项 式 , 且 满 足 条 件 : 

i) FL, 2 = 2 (39) 

(ii yf Cx, fx, = zf fr 9) Y= (fr WY, (40) 
试 确定 所 有 这 样 的 f(x，y). 

f(r, y) = ryF (rx, y)， (41) 

下 为 +，y 的 多 项 式 . (40) 可 写成 

ye xf (rx, YFlr, flxy y)) = re fxr, ye yE(flzrx, yy yy) = ry fxr, y). 
即 F(x, xyF (x, y)) = F(xryF (zr, yy y) 一 下 (zy)。 (42) 


若 F(x,，y) 中 最 高 次 项 为 crx”"y" 则 zx"(ryF(x, y))" 与 (ryF(zx，y))"y" 的 最 高 次 项 的 
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次 数 小 于 等 于 mm 十 n. 从 而 台 王 允 天 0，F(Gz，y) = 常数 c. 于 是 
f(rx, y) = cry. 


再 由 (39) 得 c = 1. 所 以 f(x, y) = xy， 

注 因为 f 是 多 项 式 ,问题 比较 简单 . 次 数 是 多 项 式 的 一 个 重要 的 量 ,考虑 它 是 理 
所 当然 的 . 

2 和 a 为 实数 , Z'+ XZ+ 上 的 函数 f 定义 如 下 : 


f(0, 0) = 1， fm, 0) = f(0,， n) 一 ]， (43) 
fl(m, n)=af(m, 7 一 1) 十 (1 一 a) Fa 一 1，7m 一 1)， (44) 

其 中 m,n 均 为 正 整 数 . 
(a) 求 满 足 | flm, n) | 寺 1989, Ym,nEN (45) 


的 a. 
(b) 求 f(m, n) 的 显 表达 式 . 
解 (a) 用 归纳 法 易 知 


fm,n)=0 (nm), (46) 
el n) 一 a™  (] —a)， (47) 

及 (利用 (46) 可 得 ) 
fms m) = (1 — a)™. (48) 


于 是 , 当 a 放 1 时 , f(1, nn) 一 一 吕 , 当 a 二 0 时 , f(m, m) 一 十 co. (45) 均 不 恒 成 立 . 
对 于 a € [0,1], | flm, n) | 
委 (ao 十 (1 一 ac))max(| flm, nO—1)|, | fom—1, 72 一 1) |) 
= max(| flm, 7—1)|, | fl(m—1, 7 一 1) |). 


由 此 易 知 对 一 切 m, n € N, | flm, nn) | 去 1 一 1989. 
(b) 用 归纳 法 易 证 fCm, n) = Co”"(l1 一 a)m， 
2 设 a 二 5 二 cc 为 已 知 自然 数 . F:N->N, 满 足 
fln) 一 7 一 ca 若 交 过 ci (49) 
fln) = FOG), Ene (50) 


(a) 证 明 f 唯一 确定 . 

(b) 找 出 f 有 不 动 点 ( 即 满足 f(x) = 工 的 xz) 的 充分 必要 条 件 . 
(c) 用 a, 5b， c 来 表达 上 述 不 动 点 . 

解 设 g(b 一 a) 三 cc 二 (gq 十 1)(b 一 a), gE€EN. 
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我 们 可 以 逐步 求 出 f 的 表达 式 (当然 是 一 个 分 段 函 数 ). 
在 n 放 c 时 , f(n) =n 一 a. 
在 c 宇 n 记 cc 一 (6 一 a) 时 ， 


fn = FF 十 0)) = 82 十 0 一 a) =n+(6—a)—ua. 
在 c 一 (一 a) 三 二 cc 一 2( 一 a) 时 ， 
fm 一 六 FGa2 十 0)) 三 8 十 2(0 一 a)) 一 7 十 2(0 一 w) 一 <， 


一 般 地 ,在 c 一 Ab 一 a) 宇 n 放 cc 一 (十 1)(6 一 a) 时 ， 
Fn) 一 7 十 (十 1)( 一 a) 一 a (k=0,1,..,g). 
车 上 有 不 动 点 mz, 即 对 一 ?十 EC 一 a) 一 ay 则 a = (5 一 a), 即 
(5 一 :0 | a 


(51) 


(51) 不 仅 是 必要 条 件 , 而 且 也 是 充分 条 件 . 事实 上 ,在 这 一 条 件 成 立时 , 设 a = 
hb 一 a), 则 满足 cc 一 (一 1)(65 一 a) 宇 n 记 cc 一 h(b 一 a) 的 nn 都 是 不 动 点 , 即 区 间 (c 一 


a， c 十 0 一 2cj] 中 的 自然 数 n 都 是 不 动 点 . 


不 动 点 有 很 多 用 处 ,例如 第 22 讲 例 9. 下 面 的 例 11 说 明 它 在 函数 迭代 中 的 作用 . 


全 和 已 知 f(x) 一 i sr) 
解 希望 能 找到 分 式 线性 函数 p(x) 一 至 二 及 线性 齐 次 函数 8(z) 


f(z) = 9 (gl(g(x))), 
其 中 gp “表示 9p 的 反 函 数 . 


一 ar， 满足 


(52) 


注意 三 十》 一 x 的 根 是 x 二 2 或 一 3, 即 2, 一 3 是 /(x) 的 不 动 点 .而 g(x) =az 的 
不 动 点 是 0 与 oo( 这 里 约定 符号 oo 满足 a* oo 一 co). 因此 ,我 们 希望 g(z) 将 2， 一 3 变 


I—2 


这 时 g(g(z)) 即 以 2, 一 3 为 不 动 点 ,因而 o (Cg(Ce(Cz))) 也 以 它们 为 不 动 点 . 


(53) 的 反 函 数 是 Jr (z) = 尘 二 2. 于 是 g(x) = gp(f(g1(z))) 一 一 三 


从 而 一 (la l 3 


(53) 
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注 本题 也 可 以 用 递 推 数列 来 解 . 


fmtt fm) = n+ fm 95). (54) 


解 ”f(n) = n 十 95 显然 满足 要 求 . 下 面 证 明 唯一 性 . 
设 f 满足 要 求 . 采用 例 6 中 曾 用 过 的 方法 ,再 加 一 道 f, 即 对 任意 自然 数 人 ， m,n， 


f+ fom+ fn))) = f+n+ fm 95)). (55) 
两 边 分 别 应 用 已 知 恒等式 得 
m 十 f(n) 二 f(i 十 95) = 二 m 十 95 十 f(t 十 n 十 95). (56) 
从 而 
f+n++95) 十 95 = Fa) 十 了 于 (十 95). (57) 
在 (57) 中 将 i, 2 分 别 换 成 2 十 1, n 一 1 得 
fuii+n+95) 二 95 = f(n—D+f(i+96). (58) 
比较 (57)，(58) 得 
FR = Ds= FT — LT, (59) 


固定 4, 可见 {f(n)) 是 一 等 差 数 列 , 公 差 为 整数 ， 
d= f(L+96)— f(t+95), 


于 是 f(n) = f(1) 二 + (n 一 1)d. 
由 于 {f(n)} 是 正 整 数 的 数列 ,所 以 d 三 0. 
已 知 恒等式 成 为 f(1) 十 (m 十 f(n) 一 1)d = 二 nn 十 f(1) 十 (m 十 95 一 1)d， 即 


(fm 一 1)d 一? 十 (95 一 1)d. (60) 


由 (60) 得 4 放 0 并 且 4 整除 n. 由 的 任意 性 得 d = 1. (60) 化 为 f(n) = n 十 95. 
注 (i) 由 已 知 恒等式 得 nn 不同 时,f(n) 不 同 , 即 f 为 单 射 . 再 由 


f (f(a)t+f(6)) =6+f(f(a)+95) = at+6t f(190) (61) 
得 flfla—1)++ f(b+1)) =a+b+f(190) = ja) 十 CD))， (62) 
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根据 f 是 单 射 ， 
fta—D 人 + D= fa fo). (63) 

所 以 f(6 十 了 ) 一 了 (6) = f(a) 一 f(a 一 1), 即 {f(n)) 成 等 差 数 列 . 这 是 另 一 种 解法 . 前 一 
种 ,加 上 一 层 “ 户 剥 去 两 层 “ 户 . 现在 利用 单 射 ,直接 剥 去 一 层 “ 户 . 两 种 做 法 ,殊途同归 . 

(ii) 发 现 (59) (或 (63)) 后 ,应 注意 加 以 诠释 ,得 出 {f(n)}) 为 等 差 数列 . 不 要 一 味 地 
导出 许多 式 子 ,而 不 注意 式 子 的 意义 . 那样 做 ,常常 形成 “帽子 已 经 戴 在 头 上 还 在 找 帆 
子 ”, 浪 费 很 多 时 间 . 

(iii) 有 人 令 n = m 十 95, 得 出 

fiom fl(m+95)) = m+ fm+95)+95, 
从 而 对 于 工 二 mx 十 fm 十 95), 有 
f(x) = z+ 95. (64) 

但 这 并 不 能 证 明 对 所 有 x, 均 有 (64) ,而 只 是 对 某 种 特殊 形式 的 zx，(64) 成 立 . 除非 能 够 
证 明 ,每 个 zxEN( 或 至 少 充分 大 的 xEN) 都 能 表示 成 mr 十 fm 十 95) 的 形式 . 上面 的 做 
法 有 助 于 猜 出 答案 是 (64) ,但 不 是 证 明 . 


tn 习 | 题 23 六 葵 
1. 函数 f;R>R, 满 足 条 件 f(x) f(y) =/f()+y #0). 求证 ， 
a f( 三 ) 恒 等 于 f(z) 或 恒 等 于 一 f(z). 
(b) 这 样 的 f 有 无 穷 多 个 . 
2. 上 为 自然 数 . 如 果 有 一 个 函数 f:N>N, 严 格 递增 , 且 对 每 个 nE N, 均 有 f(f(n)) = 
kn. 求证 :对 每 一 个 n 都 有 二 in 过 (mn) < Ein. 
3. 设 函数 f(xX) 对 工 宇 0 有 意义 ,满足 条 件 ; 
(i) 对 Yr, y 宇 0, f(x) f(y) st) 


(ii) 存在 常数 MM 二 0, 当 0 达 z 达 1 时 , | f(z) | 过 M. 
EE 芝 过 

4. 证 明 : 存 在 一 个 唯一 的 函数 f:R* 一 R' ,满足 f(f(x)) 一 6z 一 zxz)(CV 工 二 0)， 

5。 求证 正方 形 {(zy y) 10 过 zz 过 1, 0 过 y 牵 1) 到 [0, 1] 的 二 元 函数 f(x，y) ,满足 
以 下 条 件 : 
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13. 
14. 


CW FAA OES Ys z) = f(x， fly, Z)); 
(GD f(zx， zy) 二 <f(zx，y), 其 中 上 是 与 x， yy 无关 的 正 数 . 


. 求 出 所 有 N->N 的 函数 f ,满足 f(f(n)) 十 f(n) = 2n 十 6. 
.是否 存在 函数 f(n) ,将 自然 数 集 N 映 为 自身 , 且 对 每 个 站 二 1， f(n) = 二 了 (fn 一 1)) 


FH? 


。 求 RR 的 函数 f ,满足 f(z) 十 f(1 一 x) == 2x 一 x 
. 设 f:R 一 R 严格 递减 ,对 所 有 zyE Rt, f(z 十 yy) 十 f(f(x) 二 f(y))= ff(flr 


+ A YT THE: FE OY = 


. 求 所 有 f:R 一 R, 满 足 


f(x+i+y) = f(r)+fy), Yr,yER, 
并 且 f 递增 或 递减 . 


。 求 所 有 f:R' 一 R' ,满足 f(xy) 二 f(z)f(y), 并 且 了 递增 或 递减 . 


(0D) 若 工 二 yy, 则 f(z) 二 f(y); 

(ii) 对 所 有 zz,，y EE R, f(xy) 一 g(y) f(z) + fy). 

求 出 所 有 单调 函数 F:R+ 一 R+ ,使 得 f(x? 十 y) = 二 f(x? 一 y) 十 f(2ry). 
求 出 所 有 函数 f:Z>Z ,满足 fCm 十 f(n)) = f(m) 二 +n, Ym,nELZ. 


第 24 讲 对 应 


对 应 ,是 一 个 极 基 本 的 概念 . 
各 种 各 样 的 函数 ,都 是 对 应 的 例子 . 中 学 生 见 到 的 函数 大 多 用 公式 给 出 ,在 数学 区 
赛 里 却 常 常 遇 到 “ 非 标 准 ” 的 函数 . 
是 否 存在 图 数 f :NN, 使 得 对 每 一 个 n € N, 都 有 


fn = nr (1) 

其 中 UD DD fn 
解 ” 如 果 设 fn) = an, (2) 
那么 EGC) C198977 ， (3) 


但 ai” 二 2 导出 a 为 无 理 数 V2, 不 符合 要 求 . 
形 如 (2) 的 函数 不 满足 要 求 , 并 不 能 断定 满足 要 求 的 函数 不 存在 . 恰恰 相反 ,满足 要 
求 的 函数 不 仅 存在 ,而 且 有 无 穷 多 个 . 
为 了 作出 这 样 的 函数 , 任 取 一 个 奇数 j, 从 j 出 发 可 以 得 到 一 条 “ 链 ”.: 
j—>2j 4)— 8j— 


这 样 的 链 有 无 穷 多 条 (j = 1, 3, 5, 7, 9, 11,…). 
将 每 1 989 条 链 组 成 一 条 新 链 :; 


(4) 


]1 2 471 
+ + 
J 2]: | 472 
+ + + 
* ， 


1 989 2 989 4 989 


这 时 每 一 个 自然 数 恰 在 一 条 新 链 中 出 现 
令 /(n) 为 与 在 同一 条 新 链 中 nn 后 面 的 那个 数 . 显然 /满足 要 求 . 
由 于 新 链 组 成 的 任意 性 ( 任 1 989 条 链 组 合 在 一 起 ) ,合乎 要 求 的 上 有 无 穷 多 个 . 
解决 例 1 的 关键 是 从 常见 的 公式 法 中 跳出 来 (不 要 一 见 2 就 只 想到 线性 函数 ) , 转 
而 考虑 远 为 一 般 的 对 应 . 
我 们 将 自 变量 与 其 函数 值 f(n) 用 一 条 线 连接 起 来 ,这 种 表示 方式 有 不 少 优 
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点 .上 面 的 链 (4) 中 ,每 一 项 n 的 后 一 项 恰好 是 广 5) (z)， 所 以 这 样 的 链 就 表示 了 郴 
数 f" “(的 对 应 关系 ). 同样 ,新 链表 示 函 数 f, 它 是 利用 f" ”的 链 作 成 的 (虽然 从 
定义 来 说 ,是 先 有 f, 后 有 f"” ,但 在 构造 时 ,恰恰 将 这 个 顺序 反 过 来 . 这 有 些 像 “ 分 
析 法 ”》. 

吧 吕 Fo 定义 在 自然 数 集 N 上 ,并 且 

(i) 对 所 有 n € N, f(f(n)) = 4n 十 9; 

(ii) 对 所 有 有 € N, f(2:71) 一 2 十 3. 
问 是 否 一 定 有 f(n) = 2n 十 3. 

解 ”f(n) = 2n 十 3 显然 满足 (i)， (让 .但 满足 (1), (Ci 的 函数 并 非 只 有 一 个 . 为 了 
说 明 这 一 点 ,我们 必须 构造 出 一 个 满足 G1), (让) 并 且 不 同 于 2n 十 3 的 函数 . 

为 此 ,在 3+n 时 , 令 f(n) 二 2n 十 3. 在 3|n 时 ,仿照 例 1 编 链 . 首先 作 链 (每 项 为 前 
一 项 的 4 倍加 9): 3X1->3X(4X1l++3)—3X (4 十 15) 一 … 
设 已 作 了 条 链 . 在 这 些 链 外 还 有 形 如 3& (REN) 的 数 ( 事 实 上 ,有 无 穷 多 个 & 三 0 
(mod 4) 的 正 整数 3&, 而 每 条 链 中 只 有 链 首 可 能 是 这 种 数 ), 取 最 小 的 3&, 作 链 (规律 
同 前 ) 3& 一 3(4& 十 3) 一 3(16k 十 15) 一 …. 这 样 , 每 一 个 被 3 整除 的 均 在 且 仅 在 一 
条 链 中 出 现 . 将 每 两 条 链 {a;}，{a',} 编 成 一 个 新 链 : 


对 每 个 n(n 三 3&)，, 今 f(n) 为 新 链 上 紧 接 着 的 项 , 则 f(f(n)) ==4n 十 9. 
这 样 就 得 出 无 穷 多 个 合乎 要 求 的 函数 f ,而 f(n) = 22 十 3 并 不 恒 成 立 . 
上 面 得 出 的 三 还 不 是 全 部 解 ,因为 在 3 + nn 时 , f(n) == 2n 十 3 也 未 必 和 恒 成 立 . 
为 了 得 到 全 部 解 ,首先 对 每 个 ?2 一 2 (k € NN)，, 作 和 链 ( 每 一 项 是 前 一 项 的 2 倍加 3) 


2 9 


设 集 N 中 剩 下 的 数组 成 集 M. 又 设 a 为 M 中 最 小 的 数 , 作 链 A , 链 首 为 a, 每 一 项 
等 于 前 一 项 的 4 倍加 9. 车 已 作 m 条 链 ,/M 中 必 有 数 不 在 这 些 链 中 ( 形 如 12k 的 数 有 无 
穷 多 个 ) , 取 其 中 最 小 的 为 a, 再 作 链 A,. 这 样 继续 下 去 ,得 出 无 穷 条 链 A. ，M 中 的 每 一 
个 数 都 恰 在 一 条 链 上 出 现 . 

将 每 两 条 链 编制 起 来 就 得 满足 要 求 的 /. 

也 本 已 知 函 数 p:N->N, 是 否 有 N 上 的 函数 f, 对 所 有 xz EN, f(z) 二 f(g(z))， 
分 别 满足 :CDxy 的 值 域 是 N 的 子 集 ? (ii)f 的 值 域 是 Z 的 子 集 ? 

解 (1) 不 存在 . 如 果 f 满足 所 说 条 件 ,那么 


Fl1) 二 Fe()) > fp (8D) > fg D>. 
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而 一 个 严格 递减 的 自然 数 的 数列 只 能 有 有 限 多 项 . 

(ii) 如 果 ”有 不 动 点 , 即 有 zo 使 pg2( 运 ) = xo, 那么 Fo (zo)) = f(zo) 对 任 
一 函数 f 成 立 . 所 以 pw 《k= 二 1，2,…) 无 不 动 点 是 所 述 函 数 f 存在 的 必要 条 件 . 

这 一 条 件 也 是 充分 的 . 事实 上 , 自然 数 集 N 可 以 分 拆 为 若干 条 p 的 “轨道 ”: 

当 且 仅 当 mx 三 w”(z) 或 n= 二 gq”(m) 时 ,m,n 属于 同一 轨道 ,这 里 上 为 任 一 自 
然 数 . 

对 每 一 条 轨道 , 任 取 一 个 数 no ,定义 


f(no) 二 0， 
f(gH (mm)) 一 一 上 RE 了 


(这 里 w (mo) 即 满足 gCm) == mm 的 任 一 个 mm). 
这 样 定义 的 了 显然 满足 条 件 : 对 所 有 x, f(x) 二 f(g(7z))(= f(x) 一 1). 
注 前面 的 链 是 最 简单 的 轨道 . 
| 4 求证 :存在 f:N 一 N, 满 足 


fn)=n+a,nEN (5) 

的 充分 必要 条 件 是 a 为 自然 数 或 零 ,并 且 
kl|a. (6) 
解 条件 是 充分 的 , 令 J (7) 


(这 一 次 ,线性 函数 符合 要 求 . 我 们 应 先 想到 它 , 但 不 能 仅 想到 它 . 在 它 不 符合 要 求 时 ， 
应 考虑 其 他 的 候选 者 ) , 则 Fe (z) 一 7 和 he 十 … We 一 7 十 a. 
ie 
个 

条 件 也 是 必要 的 . 由 于 f:N 一 N, 所 以 a 为 整数 .由 于 f%(1) =1 十 a € N, 所 以 a 
为 目 然 数 或 零 . 为 了 证 明 (6) 式 成 立 , 首 先 注意 f 是 单 射 , 即 对 于 不 同 的 (自然 数 )n, 函 
数值 f(n) 也 互 不 相同 . 事实 上 , 若 fm) = fl(nz), 那么 由 (5) 式 好 1 二 a 二 fh (721 ) ee F 
Ween) = ns 二 as SS 出 :ni = i}, 

自然 数 集 N 可 以 分 为 若干 条 (了 的) 轨道 ,轨道 中 每 一 项 n 的 后 面 是 f(n). 

由 于 了 是 单 射 ,每 两 条 轨道 不 相交 . 每 条 轨道 的 前 有 项 

四 


均 小 于 等 于 ax( 和 否则 ,在 该 项 前 面 至 少 有 项 ,并 且 这 项 减 去 < 就 是 它 的 前 面 的 第 
项 ) ,其 余 的 项 均 大 于 a( 等 于 前 & 项 加 a), 因 此 ,1, 2, …, a 分 配 在 ! 条 轨道 中 ,每 条 含 
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个 这 样 的 数 , 所 以 及 = a, 即 (6) 式 成 立 . 
在 某 些 问题 中 ,需要 研究 映射 (函数 ) 揭 性 质 . 
3 在 某 树 林 中 有 ?三 3 个 凤梨 ,彼此 之 间距 离 不 等 ,每 个 巢 中 各 有 一 只 凤 . 如 果 
清晨 ,一 些 凤 离开 自己 的 巢 飞 到 别 的 巢 中 ,并 且 清 晨 前 每 一 对 距离 小 于 另 一 对 的 凤 , 清 晨 
后 ,前 一 对 的 距离 反而 大 于 后 一 对 (两 对 中 可 以 有 一 只 凤 相 同 ). 问 交 可 以 取 哪 些 值 ? 
解 ” 设 凤 m 原来 在 烛 m 中 ,清晨 飞 到 梨 Fo 中 , 1 所 冯 过 2 则 大 是 


上 区 5 et n}—> 11],， A i n} (8) 


的 映射 ( 肾 数 ). 

了 是 单 射 , 即 没有 两 只 凤 飞 和 人 同一 个 梨 中 ,否则 第 三 只 凤 A 到 它们 的 距离 a6, AC 
的 大 小 顺序 不 是 变 为 相反 ,而 是 变 为 相等 ,与 已 知 不 合 . 

由 (8) 及 f 为 单 射 ,f 必 为 一 一 对 应 . 

设想 各 只 风 再 按 映射 f 飞 一 次 ( 即 第 mr 个 梨 中 的 凤 飞 和 人 梨 f(m) 中 ), 那 么 各 个 距 
离 ( 共 CG 个) 又 恢复 到 原来 的 顺序 . 所 以 每 只 凤 必 定 回 到 自己 的 集中 , 即 


f(f(m))=m (9) 


(其 中 包括 fxm) = mr, 即 这 只 凤 留 在 集中 ,没有 飞 出 ). 

满足 (9) 的 映射 ,通常 称 为 对 合 . 它 表 明 凤 mx 飞信 凤 f(m) 的 巢 中 ,而 凤 fCm) 则 飞 
入 m( 三 /(f(m))) 的 巢 中 ,这 一 对 凤 彼 此 交换 位 置 (包括 flm) = 二 mr, 即 这 一 对 凤 “ 退 
化 ”为 孤 凤 的 情形 ). 

设 n 三 4. 如 果 恒 有 fl(m) = 二 mm, 那么 各 对 凤 之 间距 离 的 大 小 顺序 没有 改变 ,与 已 知 
不 符 . 设 风 生变 为 fm) 天 加 , 则 Fa ) 变 为 my. 如 果 其 他 凤 均 在 原 地 不 动 , 则 在 变 
换 后 ( 即 清晨 后 ) ,其 中 任 两 只 的 距离 与 mmx， flmi) 这 两 只 的 距离 的 大 小 关系 没有 改变 ， 
与 已 知 不 符 . 如 果 又 有 凤 ms 变 为 fmz) 关 mz， 则 fCm) 变 为 mz. 凤 m，f(m;s) 的 距离 
与 mm ，f(mi) 的 距离 的 大 小 顺序 在 变换 后 不 变 , 仍 与 已 知 矛 盾 . 从 而 只 能 nn == 3. 

n 二 3 是 可 能 的 . 如 图 24-1, 3 只 凤 A, B, C 原来 距离 AB > BC > CA. 清晨 A 不 
动 ,B,C 交换 位 置 , 则 距离 顺序 变 为 CA 二 BC 二 AB. 


图 24-1 


“ 凤 换 集 ” 这 样 的 问题 ,显然 是 从 “高 等 数学 “下 放 ” 到 数学 竞赛 中 的 . 这 反映 了 数学 
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的 普及 ,高 等 向 初等 的 渗透 . 这 种 情况 很 多 ,例如 连续 函数 的 介 值 性 定理 ,可 以 表述 成 初 
等 的 “离散 的 ”形式 : 

如 果 函 数 了 取 整 数值 并 满足 fn 十 1) = f(n) 土 1(n€ Z),a 去 8 为 整数 ,那么 对 于 
f(a)，f(5) 之 间 的 任 一 整数 d, 必 有 整数 c 在 区 间 [a, 5b] 中 ,使 得 f(c) = 4d. 


将 多 项 式 
zx 十 10x 十 20 (10) 
的 常数 项 或 一 次 项 系数 增加 或 减少 1( 每 次 只 能 变动 一 项 ) ,若干 次 后 得 到 多 项 式 
x 十 20z 十 10. (11) 


问 在 这 过 程 中 ,是 否 一 定 出 现 有 整数 根 的 二 次 多 项 式 ? 

解 考虑 这 些 多 项 式 在 x = 一 1 处 的 值 ,这 些 值 全 是 整数 (因为 多 项 式 的 系数 均 为 
整数 ). 

我 们 得 到 一 个 从 {1, 2,…, n} 到 世 的 函数 /, 这 里 1, 2, …, n 是 各 多 项 式 的 编号 
(第 1 个 是 (10) ,第 nn 个 是 (11)). 

由 于 f(1) = 二 (一 1)* 十 10。( 一 1) 十 20 = 11， 

nz) = (—1)++20。( 一 1) 十 10 = 一 9， 

并 且 f 的 值 每 次 增加 或 减少 1, 所 以 根据 介 值 定理 ,存在 j, 1 去 ) 过 满足 f(j) = 0. 
即 第 7 个 多 项 式 有 整数 根 一 1. 

如 果 集 M 上 的 映射 了 的 象 集 是 单元 素 集 ,那么 和 称 为 M 的 不 变量 . 

不 变量 (如 果 存 在 的 话 ) ,往往 是 解决 问题 的 关键 . 

二 本 数列 Le (C12) 
中 ,每 一 项 等 于 它 前 面 6 项 的 和 的 末 位 数字 . 证 明 在 这 数列 中 没有 连续 的 6 项 构成 0， 
br 1s 仿 王 

解 ”考虑 困 数 

f(r, yz Us VY, Ww) 一 2z 十 4y 十 6z 十 8v 十 10v 十 12ro 的 个 位 数字 ， 
这 里 z，y，z，xy，z w 为 (7) 中 连续 6 项. 

设 了 ww 后 面 的 一 项 为 1, 则 t 圭 z 十 y 十 z 十 wu 十 v 十 wlmod 10)， 


所 以 {ys 之 ys Us Us, Ty 1 = Jy， 之 ， WU, UU, YU) 
三 (2y 十 4z 十 6x 十 8u 十 21) 一 (2z 十 4y 十 6z 十 8x 十 2) 
三 0(mod 10). 


即 对 任意 连续 6 项 ,f 的 值 相同 ,从 而 恒 同 于 f(1, 0, 1, 0, 1, 0) = 8. 而 f(0, 1, 0， 
1, 0, 1) = 二 4. 所 以 0, 1, 0, 1, 0, 1 不 是 (7) 中 连续 6 项 . 
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构造 辅助 函数 (如 例 7 中 的 让 是 解决 问题 的 捷径 . 虽然 所 作 的 函数 不 一 定 是 不 变 
量 , 但 只 要 具有 较 好 的 性 质 ,特别 是 单调 性 ,也 极 有 帮助 . 这 种 函数 可 以 称 为 “ 准 不 
变量 ”. 

忆 ， 某 森 林 里 住 着 12 名 矮子 ,他 们 的 房子 涂 着 红色 或 黑色 . 第 j 名 矮子 在 j 月 
份 出 访 他 的 所 有 朋友 (这 12 名 矮子 中 的 一 些 人 ). 如 果 他 发 现 大 多 数 朋友 的 房子 的 颜色 
与 他 不 同 , 他 就 改变 自己 的 房子 的 颜色 ,以 与 他 的 朋友 保持 一 致 . 证 明 经 过 一 段 岁 月 后 ， 
每 名 矮子 都 不 再 改变 房子 的 颜色 . 

解 ” 将 每 名 矮子 与 他 的 朋友 连 上 一 条 线 , 如 果 两 人 房子 同色 ,这 线 为 黄色 ,否则 为 
蓝 色 . 
考虑 黄 线 的 条 数 ;. 
s 是 有 界 的 (显然 不 大 于 Ciz ). 
当 一 名 矮子 改变 房子 颜色 时 ,从 他 引出 的 黄 线 的 条 数 严 格 增加 ,s 也 严格 增加 . 
由 于 s 有 上 界 ,s 取 整 数 , 所 以 经 过 奉 干 次 增加 后 ,* 不 再 继续 增加 . 这 就 是 所 要 证 
明 的 结论 . 

注 ;是 状态 的 函数 . 房子 颜色 从 一 种 状态 变 为 另 一 种 时 ,* 严格 递增 . 


在 建立 映射 时 也 常常 采用 归纳 定义 . 
“证 明 在 整数 三 4 时 ,有 无 穷 多 个 严格 递增 的 函数 f:N 一 N, 满 足 
f(f(n)) = kn. (13) 
解 ” 对 每 个 不 被 & 整除 的 自然 数 m, 作 和 链 
m — km — km 一 > (14) 


然后 将 这 些 链 两 两 组 合 起 来 ,项 与 项 交错 构成 一 条 新 链 , 在 新 链 上 , 数 n 的 后 一 项 是 
fl). 例如 将 mm == 1 与 m= 2 的 链接 成 
] —> 2 —>k—» 2k—> k’: —>» 2k’: ~ .…. (15) 
其 他 的 m 如 何 连 接 , 下 面 用 归纳 法 逐步 给 出 . ; 
假定 所 有 小 于 等 于 n 的 自然 数 均 已 在 新 链 上 ,并 且 对 于 在 这 些 业 已 接 成 的 新 链 中 
出 现 的 任 两 个 数 a 二 5 (a, 5 可 以 在 不 同 的 新 链 上 ) 均 有 
SO) fla Sn (16) 
((16) 比 递增 的 要 求 f(5) 二 f(a) 稍 强 ). 
考虑 工 一 ?十 1 ( 它 是 一 条 链 (14) 的 “ 头 ”m, 否 则 已 在 上 面 的 新 链 中 出 现 ). 在 小 于 
等 于 nn 的 数 中 必 有 4d 使 f(d) = cc 二 工 . 设 c 是 满足 这 一 要 求 的 最 小 的 数 .定义 f(z) 为 


第 24 讲 对 应 


max( fn) .13 jz)< 了 min( f(©) Ps lz) Cy 


(其 中 5 只 jz，4 二 1z 两 个 数 是 由 方程 (13) 及 递增 性 导 得 的 必要 条 件 ( 习 题 23 第 2 


题 ), f(c) 一 c 十 + 宇 f(x) 是 (16) 的 要 求 ). 满足 (17) 的 整数 F(z) 一 定 存在 ,这 一 细节 放 


在 习题 24 第 9 题 中 补 证 ,以 免 干 扰 证 明 的 主线 . 
由 c 的 最 小 性 , f(d 一 1) 三 n, 从 而 


k(d—1)= f(f(d—1)) < fn). (18) 
利用 (18) 得 
O<kd—f(z)=f()—f(r) fm— fn) <kd—k(d—1)=k. (19) 


因此 + fz)， f(x) 也 是 形 如 (14) 的 链 的 “ 头 ”. 将 m == 工 与 m = f(x) 的 两 条 链 编织 
在 一 起 ,项 与 项 交错 得 到 一 条 新 链 S. 


在 这 条 新 链 上 ,每 个 数 y 的 后 一 项 是 7(>) ,并且 满足 函数 方程 (13). 由 半 jz 过 


< “六 zx 易 得 


FO fC ED 放 入 仿生 请 全 全 es 放 (20) 


从 (20) 立 即 得 出 当 a 二 5 均 在 这 条 新 链 上 时 , f(5) 一 b 宇 f(a) 一 a, 即 (16) 成 立 . 又 由 
(19) 得 


f(f(e)—f (f(z) = ke—kr kf— fr), (21) 
ff 7) — ff) = kr—n) 一 Fec) — fn) 
PP 二 二 C22) 
(21) 表 明 当 a 在 S 上 ,6465(b 二 a) 在 其 他 (已 作 好 的 ) 新 链 上 时 ， 
f(6) —b > f(a)—a. (23) 


(22) 表 明 b 在 S 上 ,ala 二 5) 在 其 他 新 链 上 时 (23) 成 立 . 因此 添 人 新 链 S 后 ,(16) 仍 然 
成 立 . 

每 一 个 自然 数 均 可 编 人 新 链 中 , 即 f(n) 对 一 切 nEN 均 有 定义 , 且 符 合 (13)， 
(16). 

最 后 ,由 于 构成 新 链 时 有 种 种 不 同 的 选择 ,所 以 f 的 个 数 为 无 穷 . 事实 上 ,对 于 z= 
3,， 有 c= 二 f(2) = 二 k&,f(3) 可 取 k 十 1, 上 十 2, 上 十 3 三 者 之 一 ( 均 满足 (17)); 我 们 取 f(3) 
一 & 十 2. 一 般 地 , 设 已 取 定 f(2k 站 十 1) = 二 十 2(1 € N), 则 z= 二 十 1 不 与 小 于 等 于 


231 


数学 竞赛 研究 教程 


的 数 在 同一 条 新 链 上 ,此 时 f(c) = f(k' 十 2) = 2k' 十 k, 从 而 fk' 十 1) 可 取 2k' 十 1(= 
fk') 十 1) 至 2k' 十 & 一 1 中 的 任 一 数 .不 取 f(k' 十 1) = 2k 十 1, 则 2k! 十 1 不 与 小 于 等 
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下 


2k! 的 数 在 同一 条 新 链 上 ,此 时 总 可 取 f(2k' 十 1) = 二 km! 十 2. 这 样 对 每 个 t+, f(k! 十 1) 


有 上 一 2 二 1, 即 &> 3 种 选择 . 


1. 


2. 
3 


9. 


10. 


11. 


12. 


习 题 24 


Q 是 全 体 正 有 理 数 所 成 的 集合 . 试 作 一 个 函数 太 :QQr ,使 得 对 任意 的 工 ，y E 
Qt! , 均 有 F(Czr(y)) = flr)/y. 

求 出 全 部 Q -一 Q 并 且 满 足 jz 十 Gy)) = 二 f(zr)f(y) 的 函数 了. 

一 个 多 面体 的 棱 数 为 偶数 . 证 明 :可 在 它 的 每 条 棱 上 标 上 箭头 ,使 得 每 个 顶点 均 有 偶 
数 个 前 头 指 向 它 . 


. 有 为 正 奇 数 .证 明 : 存 在 一 个 严格 递增 的 函数 f:N 一 N, 满足 f(f(n)) = kn. 
. 710 个 人 ,满足 条 件 :(i) 每 个 人 均 有 不 认识 的 人 ji (ii) 每 三 个 人 中 ,至 少 有 两 个 人 互 不 


相识 ;(iii) 每 两 个 互 不 相识 的 人 恰 有 一 个 公共 朋友 . 证 明 : 每 两 个 人 的 朋友 数 相 等 
(约定 甲 认 识 乙 则 乙 也 认识 甲 ). 


,为 NN 的 一 一 对 应 ,a 为 正 奇 数 . 证 明 : 不 存在 函数 三 ,使 得 f(f(n)) 二 g(n) 十 a. 


当 4a 为 0 或 正 偶数 呢 ? 


. 证 明 : 存 在 函数 F:N->N, 满 足 f(f(n)) = mn. 
. 证明 :有 一 1,3 时 ,第 4 题 中 的 函数 是 唯一 的 . 而 在 一 2 时 ,满足 同样 要 求 的 函数 不 


存在 . 
证 明 :满足 (17) 的 函数 f(X) 一 定 存 在 . 

给 定 实 数 a, 5b, c,d, 作 出 ab, bc, cd, da, 称 为 一 次 变换 . 对 所 得 的 数 再 作 变 换 , 如 
此 继续 下 去 . 证明: 除非 & 一 0 一 c 一 以 一 1 或 0, 和 否则 不 会 出 现 原来 的 四 元 数组 
《as DF 了 

户 一 4& 十 1 为 质数 , 集 S 王 {((z y, zxz)EN, xz 十 4yz 一 力 }). 证 明 ， 
( 立 十 2z zy yy 一 工 一 2Z)， 若 过 二 yy 一 2 
一 2 
一 一 

是 SS 的 映射 ,内 有 一 个 不 动 点 ， 

(b) S 为 有 限 集 并 且 |S| 为 奇数 . 
(c) 存在 (xX,，y)EN, 使 xz 十 4y: 一 力 . 
1 991 名 男生 与 1 991 名 女生 围 成 一 转 . 证 明 : 圈 上 必 有 连续 的 1 991 个 人 ,其 中 男 
生 恰 比 女生 多 1 人 . 


a) frs yy) 


13. 


14. 
1s， 


16. 


17. 


18. 


第 24 讲 对 


在 正 整数 集 上 定义 一 个 函数 f(n); fCn) -人 若 n 为 偶数 ; 


n 症 3, 若 n 为 奇数 . 

(a) 证 明 :对 任意 一 个 整数 nm, 数列 Uo COM, al 一 f(ao), "Un = f(a,i1), 2 中 
总 有 一 项 为 1 或 3. 

(b) 在 全 部 正 整 数 中 ,哪些 m 使 上 述 数 列 必然 出 现 3? 哪些 m 使 上 述 数 列 必然 出 
现 1? 

对 什么 样 的 a, 有 非 零 函数 f:R->R, 使 得 f(a(x 十 y)) = f(z)+ f(y)? 

a 为 有 理 数 ,b, c,d 为 实数 . 函数 f:R->[ 一 1， 1j, 对 所 有 xER 满足 f(r 十 a 十 站 

一 了 f(z 十 6) = c[x 十 24a 十 [zj 一 2[x 十 aj] 一 [5] 十 d. 证 明 是 周期 函数 . 

求 正 整数 上 ,使 得 有 地 数 f :NZ 满足 

(1) f(2 000) = 2 001; 

(11) flab) = fla)++ fb) Rf (a, b)), Ya,bEN. 

其 中 la, 5) 表示 a, 5 的 最 大 公约 数 ， 

求 f:Q 一 Q' ,满足 : 

(D f(zi+ l= f(z)+1s 0) fz) = (f(x7)Y:. 

求 所 有 函数 f:R 一 R, 对 所 有 实数 式 ，y, f(f(z) 十 y) = f(x me 


应 


233 


234 


1. 


ko 


(oy 


a 
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习题 把 示 与 解 营 


习 遇 1 


先 确定 刀 ， 加，…，b,( 比 如 说 , 令 6b; = 二 2i, i 二 1, 2,…, n 一 1, 再 用 解 中 所 说 方法 定 出 包 ). 令 a: 
二 (2g)',， i 二 1,2,…,n 一 1. g 远 大 于 b,. 再 用 解 中 所 说 方法 定 出 a,, 这 时 表 中 的 数 aib; 互 不 
相等 . 


,假设 11 排 不 能 安排 mr 名 学 生 坐 下 ,我们 证 明 mm 三 1900 (从 而 1 899 名 学 生 一 定 能 坐 下 ). 


将 学 校 按照 人 数 多 少 排队 ,从 多 到 少 , 依 次 人 座 . 每 排 先 排 5 所 学 校 ,11 排 共 排 55 所 学 校 , 然 后 再 
将 其 他 学 校 尽 可 能 地 加 到 各 排 中 ,使 加 进去 的 人 数 达 到 最 大 . 这 时 每 一 排 的 人 数 与 剩 下 未 坐 进 去 
的 任 一 所 学 校 的 人 数 之 和 大 于 等 于 200. 如 果 11 排 中 仅 有 一 排 人 数 小 于 等 于 169, 那 么 总 人 数 
m 三 170 X 10 十 200 = 1 900. 如 果 至 少 有 两 排 人 数 小 于 等 于 169, 设 这 两 排 为 第 i 排 与 第 ; 排 ,i 一 
j, 那 么 第 i 排 先 排 定 的 5 所 学 校 中 ,人 数 最 少 的 一 所 学 校 小 于 等 于 33 人 . 从 而 第 排 每 所 学 校 的 人 
数 小 于 等 于 33, 因 而 第 j 排 至 少 坐 6 所 学 校 (33X6 一 199), 剩 下 未 坐 进 去 的 每 所 学 校 , 人 数 大 于 等 
于 200 一 169 = 31. 于 是 第 j 排 的 人 数 大 于 等 于 31 Xx 6 二 169, 矛盾 ! 所 以 这 种 情况 不 可 能 发 生 . 
类 似 地 ,可 以 得 出 在 同样 条 件 下 ,12 排 最 多 可 坐 2 069 人 . 

更 一 般 地 , 设 每 所 学 校 的 人 数 小 于 等 于 nn, 每 排 有 g 个 座位 ,hr 三 g 二 (十 1)n, 则 a 排 最 多 可 坐 


h(a 一 D1+g 名 学 生 (每 所 学 校 的 学 生 在 同一 排 ) ,其 中 是 不 小 于 的 最 小 整数 , 即 | |. 


. 最 简单 的 情况 是 一 个 立方 体 ,显然 可 经 过 转动 使 黑 面 朝 上 . 如 果 只 有 一 列 , 可 将 第 一 个 转 至 黑 面 朝 


上 ,再 转 至 黑 面 朝 前 . 然后 再 转 第 二 个 ,也 使 它 黑 面 朝 前 (在 行 转动 中 第 一 个 的 黑 面 不 受 影响 ). 如 
此 下 去 ,直至 第 mm 个 黑 面 朝 前 . 最 后 将 列 转动 ,使 黑 面 全 部 朝 上 . 对 于 一 般 情况 , 先 将 第 一 列 转 至 
黑 面 全 朝 上 ,再 转 至 全 朝 左 . 这 样 行 的 转动 对 这 些 黑 面 毫 无 影响 . 同样 处 理 其 他 列 . 最 后 再 逐 列 将 
黑 面 转 为 朝 上 . 


.“ 实 数 解 "三 字 道 破 天 机 : 方程 可 配 成 平方 和 (否则 将 是 一 条 有 无 数 个 点 的 曲线 ). 我 们 有 (> 十 2 


一 6)2 十 (> 十 2z 一 4): 一 0, 从 而 解 为 (1，2)，(5/2, 一 1)， 


. 在 P 与 B 重合 时 ,Q 与 A 重合 ,由 这 极端 情况 猜 出 人 PCQ = 45 , 即 人 PCQ = 人 BCP 二 人 QCD. 


这 一 等 式 的 证 法 很 多 ,例如 注意 人 APQ 的 旁 切 圆 分 别 切 AB, AD 于 B,D, 所 以 C 就 是 旁 心 . 结论 
由 此 立即 得 出 . 


. 在 每 两 个 熟人 间 连 一 条 线 . 所 有 可 能 的 分 组 中 ,组 间 连 线 最 多 的 一 种 即 为 所 求 . 如 果 这 时 A 在 同 组 


的 熟人 数 d 多 于 在 另 一 组 的 熟人 数 d ,将 A 换 到 另 一 组 ,组 间 增 加 d 一 d' 条 线 , 与 假定 组 间 连 线 最 
多 矛盾 . 


.如 果 选 出 的 数 是 1，2,…,n 十 1, 结 论 显然 . 一 般 情况 仍 可 假定 取出 的 数 中 有 1( 和 否则 将 每 个 数 都 作 


同样 的 “平移 ”, 使 最 小 的 成 为 1 ,而 每 两 个 的 差 保 持 不 变 ). 这 时 区 间 [2z 十 1, 2n 十 1] 中 没有 取出 的 


习题 提示 与 解答 


数 (否则 结论 已 经 成 立 ) ,区 间 [2n 十 2, 3n] 中 必 有 取出 的 数 ,并 且 每 个 取出 的 数 与 [1, n] 中 的 数 至 
少 相差 n 十 2. 因此 ,只 需 考虑 [1, nj] 中 被 取出 的 最 大 的 数 a 与 [2n 十 2, 3n] 中 被 取出 的 最 小 的 数 ，， 
希望 5 一 a 达 2n. 注意 a 十 (3n 一 b 十 1) 宇 n 十 1, 所 以 6 一 a 二 2n. 

. 正三 角形 OAB 的 三 个 顶点 构成 n = 3 的 祖冲之 集 .将 AQ4B 绕 O 旋转 ,并 有 上 次 停留 ,停留 的 位 
置 为 AO4,BiG 二 1,，2,…, 上). 如果 这 些 点 均 不 相同 , 便 产 生 2k 十 1 个 点 的 祖冲之 集 . 如 果 这 些 点 
中 有 两 个 相同 ( 璧 如 Bi 二 A;), 便 产生 2k 个 点 的 祖冲之 集 . 停留 的 位 置 可 随意 确定 ,所 以 对 任意 
nn 二 3, 均 有 n 个 点 的 祖冲之 集 . 

显然 四 边 形 ABCD 为 平行 四 边 形 ,P 为 其 中 心 时 ,(a) 成 立 .但 如 果 认为 只 有 这 种 可 能 就 不 对 了 (有 
些 人 坚持 证 明 这 一 错误 的 猜测 ,当然 是 缘 木 求 鱼 , 毫 无 所 得 ). 考虑 满足 Sapp = SAunp 的 点 P,P 
点 应 在 直线 AM(CM 为 BD 中 点 ) 或 BD 的 平行 线 AN 上 .PP 可 能 是 AM 与 CM 的 交点 M. 由 Snap 
三 Sacsr 可 得 BD 平分 四 边 形 ABCD 的 面积 . AM 与 CM 是 同一 条 直线 时 AC 平 分 四 边 形 ABCD 的 
面积 ,P 为 AC 中 点 .P 也 可 能 是 AN 与 CM 的 交点 ,这 时 AC 的 平行 线 DL( 或 BL) 也 过 点 已 ,从 而 
SABcp = Spagcp 一 SAPap 一 SApaB 十 SAppc 十 SArcn 一 SAmp 一 2SAmp = 2SAsagp，Q 为 对 角 线 AC， 
BD 的 交点 .这些 情况 不 会 同时 发 生 , 所 以 满足 (a) 的 PP 点 至 多 一 个 . 


习 殉 2 

.参见 第 23 讲 例 1. 

. 设 方程 的 根 为 a 之 所 述 不 等 式 即 |(n 一 a)(n 一 忆 |< max (二 ,二 (a 一 有) 由 于 两 数 之 差 在 " 平 
移 " 时 不 变 ,不 妨 设 0 过 8 二 1 车 p= 0, 取 n=0 即 可 .8 关 0 时 ,0 或 1 是 4 的 比较 合适 的 候选 者 . 
由 于 不 能 断定 0 与 1 哪个 更 合适 , 我 们 取 平 均值 VaBTI 一 aTdI 一 历 . 车 a 之 1, 则 上 式 = 
Vad 一 JRGI 一 历 二 才 . 若 s> 1, 则 上 式 坟 中 一 且 寺 CD8- 荆 ( 一 有 

将 A 分 成 若干 条 “ 龙 ”, 每 条 龙 是 一 个 尽 可 能 长 的 等 差 数列 a,a 十 m,…,a 十 krm. 显然 过 1 989. 龙 


的 首 项 不 能 充当 x (因为 (a 一 m) 七 A) ,所 以 在 每 条 龙 中 解 工 的 个 数 二 过 也 证 D， 


从 而 在 A 中 解 z 的 个 数 过 了 50 | A | ( 解 y 由 z 唯一 确定 ). 


. 平行 四 边 形 显然 满足 要 求 ,并 且 O 是 它 的 对 称 中 心 . 更 一 般 地 ,以 O 为 对 称 中 心 的 凸 多 边 形 均 合 
要 求 . 反 过 来 , 设 A 为 多 边 形 边 上 一 点 ,AO 交 多 边 形 的 边 于 A’, 对 于 与 A 在 同一 条 边 上 的 B( 与 A 
充分 接近 ) ,相应 的 B', A' 在 同一 条 边 上 . 由 面积 可 知 OA. OB 与 带 撤 号 的 相应 的 量 相 等 , 令 B-_> 
和 A 导出 OA = O4 , 即 4, A' 关 于 O 中 心 对 称 . 由 于 A 为 多 边 形 边 上 任意 一 点 ,所 以 O 是 多 边 形 的 
对 称 中 心 . 


所 于 最 大 , 则 (大 十 鸭 十 必 十 鸭 玫 二 2 2 大 二 六 1 二 二 2 zl 十 四 ta 十 过 
2i< i=2 2 三 :< 一/ 
区 ii 一 2 


(ZI 十 十 十 二 Xz 十 Te! 十 十 ?十 2 衬 二 (a 十 zz 十 十 忒 六 十 2, 所 以 (zi 十 x 十 … 
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十 工 )? SS 2n 在 Pi A a SS 时 了 十 工 十 "十 工 取 最 小 值 2 
a a mm Nn—1 


7. 不 妨 设 a, 5b, c,d, e，f,，g，h 中 a 最 大 .由 于 a = 总 尼 十 4 十 e), 所 以 必 有 0 一 d 二 e 二 a. 同 理 
f= 二 gg 二 hh 二 cc 二 a. 即 8 个 数 都 相等 ,所 求 的 差 为 0. 
8. 设 公 差 为 d, 则 2 二 冶 一 4 经. 若 了 一 0, 则 公 比 g( 即 上 式 的 值 ) 为 1. 若 了 天 0, 由 比例 的 性 质 得 


加 (十 5cd) 一 (十 2d) 
4 "(a+2d)— (a+d) 


9. 对 A 中 的 点 ( 妈 , 所 ) ,在 -5 一 定时 ,2 只 有 有 限 多 个 ,因而 a, 5 均 只 有 有 限 多 个 ( 我 们 假定 和 


二 3, 


是 既 约 分 数 ) . 如 果 ab 有 界 ,就 可 以 实现 这 一 要 求 . 所 以 令 A 二 ( (各, 扎 ), |ab |<led1)， 


B={(2, 志 ), 1ab |>lea1}. 


10. 17? 二 289, 17 二 4913, 17' 二 83 521. 所 以 在 17" 首位 数字 为 2 时 , 除 以 17 后 首位 为 1; 为 3， 
4 时 , 除 以 17?; 为 5, 6, 7, 8 时 , 除 以 17; 为 9 时 , 除 以 17 ,首位 数字 即 成 为 1. 


习 矶 3 


1. 含有 2 的 两 个 面 有 三 种 情况 : (1) 一 面 以 3，3 为 边 , 另 一 面 以 5，5 为 边 ;(i) 一 面 以 3, 3 为 边 , 男 
一 面 以 4, 5 为 边 ; (iii) 一 面 以 5, 5 为 边 , 另 一 面 以 3, 4 为 边 . 相应 地 ,四 面体 亦 有 三 种 ,其 最 大 的 


体积 为 也 V2. 


2. 在 z 迄 1/3 时 ,(1 一 z): 守 4/9. 在 t+ 宇 2/3 时 , 荆 宇 4/9. 在 1/3 志 Xz 志 2/3 时 ,1 一 一 (1 一 zz 
二 27(1 一 x) 宇 4/9 (在 x = 二 1/3 或 2/3 时 等 号 成 立 ). 

3. 中 车 0 宇 g 宇 Po;y 则 pi 声 0 过 qi, 刻 十 qi = 一 po 宇 0,; 从 而 qi 这 一 志 . 当 z= 一 1 时 , 谤 十 pox 
十 qo 三 1 一 加 十 go 二 0, 所 以 姻 二 一 1. 于 是 久 : 委 gl 1 二 4 , 式 十 Pizx 十 qi 一 0 无 实 根 . (ii) 若 
0 宇 go 宇 pr 不 成 立 .1 若 @ 三 0,; 则 工 十 psx 十 qz 一 0 无 实 根 .2 若 g 二 0，(1) pi 宇 0, 则 pz 三 
qz 近 0, zz 十 Pst 十 qs 一 0 无 实 根 . (2) pi 二 0, 则 gz 宇 pz 宇 0,; 由 (1), 雪 十 psx 十 qs = 0 无 实 根 . 

4. 数字 只 能 为 ls, 9. 若 M 是 绝对 质数 ,有 四 个 不 同 数字 . 不 妨 设 M= MM 一 104 。 ni+Ki ;其 中 n 
是 自然 数 ,K = 1379. 这 时 M, = 104。n 十 天， (2 过 i 志 7, K; = 1793, K; 一 3719，K = 7913, 
K; 二 7319, Ks = 二 9371，K; = 7 139) 也 都 是 质数 .但 氏 ，K;,…，K; 除 以 7, 所 得 余数 各 不 相 
同 , 所 以 Mi ，M ，…，M 中 必 有 一 个 被 7 整除 ,矛盾 . 所 以 绝对 质数 至 多 有 三 个 不 同 数 字 ， 

S$. 若 nn 为 奇数 , 则 心 ，d: ,… 全 为 奇数 . 但 四 个 奇数 的 平方 和 为 偶数 ,矛盾 . 因此 为 偶数 , dz = 2. 若 
4 |n, 则 4 € (dd ) .前 四 个 因数 的 平方 中 ,一 个 为 1, 两 个 被 4 整除 , 剩 下 的 一 个 除 以 4 余 1 或 0， 
所 以 它们 的 和 不 被 4 整除 ,矛盾 .因此 ,= 2m, m 为 奇数 . ds 是 m 的 最 小 质 因 数 . 由 于 十 2 十 ds? 
十 ds? = 二 偶数 ,所 以 ds 为 偶数 ,d = 2di, n= 二 十 2 十 ds 十 4da’ ,导出 51|n, 从 而 d; = 5, d, = 
10,n= 二 1 十 2 十 5 十 10? 一 130. 

6. 可 以 .将 奈 码 分 为 A，B, C, D 四 组 ,每 组 500 枚 . 先 称 A, B. 若 A== B, 称 C 与 D, 又 有 C= DD 与 


习题 提示 与 解答 


C 二 了 两 种 情况 . 前 者 表明 两 枚 假币 与 两 枚 真 币 重量 相等 . 后 一 种 情况 ,假币 在 C 与 D 中 ,比较 A 十 
虽 与 C 十 万 即 可 . 若 A 二 下 , 称 C 与 D.C 王 呈 的 情况 与 前 面相 同 .C 二 忆 时 ,假币 在 和 A 与 忆 中 ,或 
者 在 B 与 C 中 . 称 A 与 D, 若 A = DD, 则 假币 在 B 与 C 中, 若 A 关 DD, 则 假币 在 A 与 D 中 .最 后 称 
A 二 DD 与 B 十 C. 
， dm 所 以 起 |1(d 一 1) ,从 而 (ds di) 二 1. 可 设 n== mded;, 易 知 m 志 1. 经 过 多 次 枚 举 可 得 本 题 
只 有 两 个 解 n = 二 1 984 与 144. 
,如 果 n 宇 100, 那 么 n= 二 ai X10 十 … 十 ai X10 十 wv, 其 中 三 2, 4，…， al，ao 是 数字 ,而 且 mw 
天 0. 这 时 站 三 at 十 十 ai 十 ao 委 9a 十 和 … 十 9al 十 9ao 声 一 91 十 10 Xai 十 10*! Xari 十 … 
十 10Xai 十 ao 十 8ao 过 ?一 91 十 8X9 一 ” 因此 经 过 有 限 多 次 取 数 字 的 平方 和 后 ,n 变 为 两 位 数 . 
直接 对 两 位 数 进行 验证 ,可 知 最 后 结果 为 1 或 4. 

关于 数字 的 更 高 次 的 瞪 和 ,也 有 类 似 的 结果 ， 


习题 4 


, 设 也 为 有 理 根 ,整数 pp，g 中 至 少 有 一 个 为 奇数 . 如 果 a, b,c 均 为 奇数 ,那么 ap? 十 bpgq 十 cq? 中 有 
一 项 或 三 项 为 奇数 ,所 以 这 和 也 为 奇数 ,不 会 等 于 0. 


. 设 恒 有 za 十 … 十 三 1991, 则 ww 三 (n= 1 2, …), tw 十 wz 十 十 wu 区 了 9 起 取 关 一 


1 991: 
1991 十 1, 则 轨 十 … 十 央 二 1991, 矛 盾 ， 

,. 设 妇 和 过 aa 一 5 一 c 二 C& 和 过 (十 1)2 ad = tbe, 则 今 al = (a, 5) 可 得 a = 二 alazs ,b= 二 a1ds, c= azdi， 
d 二 did; ,其 中 字母 都 是 自然 数 ,dz 盖 ay di 放 .从 而 d= 二 did; 宇 (ai 十 1)(azs 十 1) = 二 a 十 ai 十 


i 十 1 三 ca 十 2Va 十 1 三 好 十 22 十 1 一 (2 十 1)2. 等 号 仅 在 al = 二 as 二 n, di = di = 二 nn 十 1 时 成 立 ， 


2 2 十] 六 一 了 2i1—1 
ER SN Sk h : 
ry n 十 1 “atl 了 6 "如 果 有 所 之 0, 闭 办 由 hi < 和 2 二 1 可知 


2 
c t™2 
< ,其 中 心 max(b: , Bh Wn ba; Je 人 同样 ,有 包 ， A Gb, 有 & 2 ls 1 和 ) 已 tt. 


与 {b.) 有 界 巴 盾 . 

. 1m 二 999. 一 方面 {2 001, 2 000,…,， 1025》 (J (146, 45，…， 33) U (17} U {14, 13，，…, 9)} 是 998 
元 集 , 其 中 每 两 个 数 的 和 都 不 是 2 的 寡 . 另 一 方面 ,998 个 数 对 (2 001，47)，…，(1 025，1 023)， 
(46，18),，…，(33, 31)，(17,，15)，(14,，2) ，…，(9, 7) 中 ,如 果 有 一 个 数 对 的 两 个 数 都 属于 W， 
W 即 满足 要 求 . 

, 设 a 二 5，P(a) = P(b) = 5, 则 5 一 P(x) = (x 一 a) (7x 一 了 Q(x), 其 中 Q(x) 为 整 系数 多 项 式 . 设 
P(u) = 1, P(v) = 2, Pl(w) = 3, 则 4 = (uma) 。(x 一 六)QGo,， 3= (v—a)(v— QV), 2 = 
(Ww 一 Q)(w 一 了 QCw). 由 中 间 一 式 得 a 一 b= 二 2 或 4, 最 后 一 式 得 a 一 b 必须 为 2, 并 上 且 ww 一 a, w 一 
b 为 一 1 与 十 1, 但 第 一 式 中 一 a, u 一 b 也 都 为 一 1 与 十 1. 从 而 w= 二 v, 这 是 不 可 能 的 . 
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7. 如 果 A，B, C, 了 不 成 凸 四 边 形 ,那么 或 者 A,B，C, D 四 点 共 线 ,这 时 最 大 距离 宇 1 十 1 十 1 = 二 3 
二 V3; 或 者 有 一 点 , 设 为 也 ,在 其 他 三 点 所 成 三 角形 内 ,这 时 人 ADB,， 人 BDC,， 人 CDA 中 至 少 有 一 


个 大 于 等 于 120. 由 余 驼 定理 , 它 对 的 边 宇 /1 十 十 2. 才 。1.1 一 V5. 与 已 知 矛盾 


8. 如 果 结 论 不 成 立 , 那 么 必 有 ,tz ET,tits €E M; 又 有 ,mz EM mmz ET. 从 而 (mrnz)tt; 
C T, 并 旦 mim2 (tits) E M. 矛盾， 


9. 假设 有 这 样 的 果 数 f, 则 f(2) = (I++ 让)= f(D + OODY 二 1 十 1 =2. 设 已 有 xz, 使 f(z) 之 
i 


k, 这 里 为 大 于 等 于 2 的 自然 数 .车 | /( 士 ) | 之 1, 则 f(z 十 十)= f(D+(f( 士 )) t+1 


若 | 7( 二 ) | 一 1 则 7( 革 +z)= /( | ) 十 (f(z))? 三 一 1 十 尼 达 & 十 1. 因 此 ,总 有 >y 使 得 Fy) 


并 


三 k 十 1, 从 而 了 无 上 界 .这 表明 满足 要 求 的 函数 不 存在 . 
习 题 5 


1. 考虑 曲 边 三 角形 OAB 内 纵 坐 标 大 于 0 的 整 点 及 曲 边 三 角形 OBC 内 横 坐 标 大 于 0 的 整 点 . 


组 并 为 一 组 ,它们 的 反 序数 并 为 男 一 组 即 可 . 
3. 将 个 直角 三 角形 连 成 如 图 所 示 折 线 , AoAl…A, 三 AoA,. 


A, 


Ns 


Qs ad—as» 


Qz 


Qa Q—Qa 


(第 4 题 ) 


二 


.(a) 即 ai(a 一 a2) 十 az (a 一 q3) 十 as(a 一 Q4) 十 sla 一 1) 志 2. 如 图 所 示 , 和 矩形 ai* 《a 一 as), as: 
(a 一 a;) 不 相 重 胎 ;as， (a 一 a), a:。 (a 一 ai) 不 相 重 合 . 至 多 将 正方 形 
a Xa 覆盖 两 次 .(b) 类 似 (a). 6 个 矩形 至 多 将 正方 形 <Xa 柳 盖 三 次 . 

5. 图 中 三 个 矩形 的 面积 之 和 小 于 半圆 面积 . 

6. 设 a 十 @z 十 @; 过 100,; 则 100 过 对 十 对 十 … 十 au 迄 ai 十 Qiqz 十 ala3 

十 as(4 十 Qs 十 十 Qo0) 三 十 qiaz 十 aias 十 a3(300 一 al 一 az 一 a3) 

之 al 十 aiaz 十 alias 十 100as 十 100as 十 ax(100 一 ai 一 a 一 aa) 受 100(ai 

十 az 十 aa) 这 100* 从 而 上 式 中 + 所 有 等 号 成 立 . 而 这 导致 ai = az 一 … 

三 wo， 与 已 知 的 (3), (4) 矛 盾 . 


习题 提示 与 解答 


. 任 取 自 然 数 ww. 设 已 有 自然 数 wm ，…， a, ,它们 两 两 互 质 ,并 且 任 意 &(2 过 上 过 nn) 个 的 和 为 合 数 . 
取 2" 一 1 个 与 acz…a 互 质 的 质数 请 (1 委 ) 近 2 一 1). 由 中 国 剩余 定理 ,方程 组 aaz…az 十 1 十 
S 一 0(mod 四), (1 过) 过 2 一 1, 有 正 整 数 解 xz, 这 里 S; 是 {a ,…, a,) 的 非 空子 集中 元 素 之 和 
(恰好 2 一 1 个 ), 令 as 为 aiaz…a 并 十 1, 则 aa，…，aci 两 两 互 质 , 并 上 且 任 &(2 和 三 上 志 9) 个 
的 和 为 合 数 . 这 样 ,我 们 就 可 以 找到 合乎 要 求 的 集合 S. 

. 考虑 正四 面体 ABCD 的 伴随 正方 体 ( 见 第 39 讲 ), 它 以 A，B, C, DD 为 不 相 邻 的 顶点 . 显然 平面 
ABC' 与 ACD' 垂 直 . 

. 数论 中 用 w(n) 表 示 自 然 数 n 的 不 同 质 因数 的 个 数 , 即 w(1) = 0, wpii pz2…pk) 二 上 ,其 中 轧 ， 
pz，…，ps 是 不 同 质数 ,ws ， az,…* ,as 是 正 整 数 , 它 显然 满足 所 有 条 件 . 


习 珊 6 
. 实数 0 二 a 一 as 一 … 王 al 中 ,每 两 个 数 的 和 至 少 有 3 979 个 互 不 相同 ,as 一 as 一 … 一 ae 
< 一 as 十 az 过 之 ai99 十 a199. 并 且 在 aj 三 JJ 一 10 一 2,，…，1991) 时 ,也 只 有 3979 个 互 不 
相同 的 和 . 设 1 991 个 点 中 最 左 的 为 原点 ,将 中 点 坐标 放大 至 2 倍 即 化 为 上 面 的 问题 . 
. 若 工 三 A, 则 ar = 一 ar. 若 工 一 &, 由 于 ww = 一 aosr 王 ao 一 … 王 ary 当 大 足够 大 时 , 便 有 kT 之 
khT 仍 为 (a, 的 周期 ， rg 
> i 二 1. 千 = 则 K 过 min(z， i 二 对 元 2 13 min ( Zz， 1 十 一 i 一 ) 在 z= 1 


1 _ 1+Y5 erg : 1 十 V5 
+ 士 , 即 zx 一 + 坊 全 时 取得 最 大 值 ,从 而 K € | 1, :十 国 ) 


. 设 AMBT,，AATC 的 内 切 圆 分 别 切 BC 于 P,Q, 它 们 的 另 一 条 外 公 切 线 分 别 切 两 圆 于 已 ，Q'， 
PQ' 交 MT 于 E, 交 AT 于 E'. 问题 即 证 明 P'Q 与 AAMT 的 内 切 圆 相 切 . 又 转化 为 四 边 形 
AMFEE“ 有 内 切 圆 . 从 而 只 需 证 明 AM 十 EE' 一 ME' 一 AE' = 0. 利用 圆 外 一 点 向 圆 所 引 两 条 切线 相 
等 及 PQ = PQ, 可 将 上 式 左边 化 为 AABC 的 边 上 一 些 线段 PQ, AM 等 的 代数 和 ， 由 此 不 难得 出 
结论 . 
. 过 折线 的 每 一 顶点 作 水 平 线 . 我 们 只 考虑 这 些 水 平 线 与 折线 的 交点 . 称 每 一 在 同一 水 平 线 上 的 有 
序 点 对 为 一 个 位 置 . 甲 、. 乙 每 次 由 一 个 位 置 移 到 另 一 个 位 置 , 若 甲 、. 乙 可 由 位 置 a 移 到 5, 就 在 a, 2 
之 间 连 一 条 线 . 每 一 位 置 可 引 2 条 或 4 条 线 , 只 有 初始 位 置 (4A, B) 及 (B, 4) 引 1 条 线 . 由 简单 图 论 
即 知 这 些 位 置 及 连 线 构成 的 图 可 从 (A, B) 到 (B, A). 
. 2n 十 1 个 数 的 和 的 奇偶 性 与 取出 的 任 一 数 相 同 ,因而 所 有 数 的 奇偶 性 相同 . 在 全 为 偶数 时 ,都 除 以 
2. 在 全 为 奇数 时 , 先 加 1 再 除 以 2. 所 得 的 2n 十 1 个 数 仍 具有 性 质 P. 经 过 有 限 多 次 这 样 的 处 理 , 最 
后 得 到 2n 十 1 个 1. 从 而 原先 的 2n 十 1 个 数 必定 相等 . 

个 数 为 自然 数 的 情况 见 第 7 讲 例 13. 然后 用 例 5 的 方法 推广 . 
. 实数 的 情况 见 第 22 讲 例 14. 将 实 部 、 虚 部 分 开 即 知 结论 对 复数 也 成 立 ， 
, 若 BAD 宇 120", 则 AB’ 十 AD? 十 AB，… AD 过 BD? = 1, 从 而 AB, AD 中 较 小 的 小 于 等 于 V3/3. 
因此 ,我 们 设 四 边 形 ABCD 的 内 角 均 小 于 120". 由 于 人 OCD 二 人 ODC = i 


车 四 边 形 ABCD 的 内 角 均 大 于 等 于 60", 则 在 人 AACD 中 ,由 正弦 定理 ,AD 过 S30 Sn 二 V3/3; 若 
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四 边 形 ABCD 有 内 角 小 于 60", 则 由 于 2X60" 十 2X120" = 360", 所 以 至 多 有 一 个 内 角 小 于 60". 设 
ADC 一 60", 则 其 他 内 角 大 于 等 于 60". 而 “Q4B 或 LOBA 去 30". 同样 用 正弦 定理 即 得 结论 . 


10. 若 ?= 3 满足 条 件 , 自 然 数 集 N 被 分 拆 成 三 个 非 空子 集 A ,4A: ,A;. 可 设 A 中 有 一 个 奇数 a 二 2h 


一 1,，A: 中 有 一 个 偶数 2 = 2k. 根据 题 中 条 件 可 得 a 十 bE€ As3, a 二 26E€ Ai a 十 35E As，a 十 46 
E€E Al, ,Xb+itaE A, bi+2a€ As, bi+3a€ As, bi+4da € As,…. 于 是 a 二 2hb € Ai, b+ 
(2 十 1])a E A, 但 a 十 2hb 三 0 十 (2 十 1)a, 与 分 拆 的 定义 不 符 , 所 以 = 3 不 满足 条 件 . 若 交 二 
3 满足 条 件 ,N 被 分 拆 成 Al，A: ，…, 4A,. 不 妨 设 Al 中 有 一 个 元 4a 与 4A; 中 一 个 元 5 的 奇偶 性 不 同 , 
从 A ，…， A, 中 各 取 一 个 数 作 成 和 s. 令 a == a 十 s,b = 二 6 十 s, Ai 一 (zs TEA) (i=1,2， 
3). 显然 a ,奇偶 性 不 同 并 且 分 别 属于 A1 ,Az 中 .对 任意 的 TE A’, y€ A (li<jij 志 3)， 
ZX 十 y 三 (Xx 一 5) 十 (y 一 5) 十 s 十 s € A%, 上 是 1,2, 3 中 不 同 于 i, j 的 那个 数 .根据 上 而 对 n= 3 
的 证 明 ,A:, 4A*, As 中 有 两 个 集 的 交集 非 空 (注意 在 ”= 3 的 证 明 并 没有 用 到 Al , A; ,A; 的 并 集 
是 N), 从 而 4 ，A4A:  ，Ai: 的 交集 非 空 ,因此 ,没有 满足 要 求 的 ni, 


让 让 
‘ 6 在 n= 1,2 时 显然 成 立 . 设 U1 = Url 二 QUn2s Un = Wn 二 2unl , 相 加 得 ms+l 一 Un+l 十 2， 
(10) 在 n= 1 时 成 立 , 设 (10) 成 立 , 则 min 一 jmiiUn 三 (Unjmtln 十 jmUn2l) 一 (smtn 十 
Wl (i) (ns, 


. 设 {1，2,，…, n}) 的 子 集 可 排 成 合乎 要 求 的 链 A; ，A，…， 4 则 位，2,，…, n 十 1} 的 子 集 可 排 成 


A ' Az» E A,， A UU {n+1}, vA U 人 2 十 1)》， 和 As Lj ‘n+1}, AiU tn 二 1}. 


十 42211 二 一 g(x? 十 x 十 (x 门 十 臣 11) 车 有 可 十 台 与 2 十 难为 互 质 整 数 , 则 十 91 


为 整数 且 与 ?十 又 互 质 . 


2 
. max S(n) 一 | 互 ].n 二 2 时 结论 显然 . 设 命题 对 2m 个 点 成 立 .考虑 2m 十 1 个 点 zi < zi 过 … 过 


zu 其 中 含 zon 的 项 zn 一 xz|= 了 Dz 一 了 zm 所 以 SC2m+D<<mt+ | |= 
i¥mtl i im 


一 四 十 } 


| 二] .对 于 2m 十 2 个 点 同样 有 SC2m 十 2) 过 [mt St i 二 [2 二 


EW | 人 二 2 | 


.本题 虽 可 用 归纳 法 ,但 用 w 一 二 1 寺 : 代替 ， 即 知 ,作为 ”的 多 项 式 ,(Cn 十 1D) 十 1) | (ren 十 (Cn 二 


1)””). 由 于 zz 十 1) 十 1 的 首 项 系数 为 1, 所 以 商 也 为 整 系数 多 项 式 , 这 就 表明 数 (z(z 十 1) 十 1) 
| 


. 设 命题 在 小 于 n 时 成 立 . 对 于 nn, 有 一 条 弦 a 将 圆周 分 为 两 部 分 ,一 部 分 mn 个 点 , 田 一 部 分 nz 个 点 


(a 的 端点 既 属 第 一 部 分 ,也 属 第 二 部 分 ) 9 1» N2 < n, 并 且 . nl 二 722 一 九 十 2. 于 是 至 多 可 连 :2 二 4 
十 并 一 1 = 各 二 4 条 符合 要 求 的 弦 


> 4 时 ,A 与 B， CD A B 与 D 依次 通话 即 可 . 设 命题 对 nn 成立, 第 n 十 1 个 人 A, 先 与 


10. 


习题 提示 与 解答 


Ai 通话 ,然后 Ai,*, A, 间 通 2n—4 次 电话 ,最 后 Ai 再 与 4 通 一 次 电话 . 


“7 二 2 时 , 取 两 个 连续 的 自然 数 即 可 . 设 命题 对 成立, 这 半 个 数 是 al ， az ，…，w .又 设 M 是 ai， 


aa ，…，wn 的 公 倍数 , 则 nn 十 1 个 数 MM 十 al，M 十 as，…，M 十 a, 满足 要 求 . 


. 设 n 二 a X27 十 a X24 十 … 十 a ,其 中 ai(1 志 i 之 如是 0 或 1, as = 1, 即 在 二 进 制 中 为 


(ax at 4a1)z, 我 们 证 明 zx, = phr pj… ph ,其 中 方 是 质数 数列 2, 3,， 5, 7, 11,… 中 的 第 i 个 数 . 
奠基 显然 . 假设 命题 对 n 成 立 . 车 a1，as,，…, a 中 第 一 个 为 0 的 是 w , 则 p(x,) = p.， q(xn) = 
Pip pos x = pprdtl ph ,而 nl = Caanani 10. 0))2. 车 a1，az，*…，, a 全 不 为 0, 则 
户 (rz) 二 Pri, q(Tn) 三 Ta nt 三 pri; 而 nn 十 1 二 2. 因此 命题 对 一 切 n 成 立 . 特别 地 ,2 001 = 
3X23X29, 所 以 n= 2 十 2 十 2? 二 770. 


习题 8 


:| (2™ 一 1), 在 nr 为 奇数 时 ,(2" 十 1) | (2m 


十 1). 所 以 结论 成 立 . 


"1, 2,…， nn 中 奇数 比 偶数 多 1 个 ,a ,…, a, 中 也 是 如 此 . 所 以 1,，2, …, n 中 必 有 一 个 奇数 j ,相应 


的 w 也 是 奇数 . a, 一 7 为 偶数 . 故 结论 成 立 . 


. ?与 3 互 质 . 因 而 有 xz,vEN,ux。n 一 3u 一 1. 从 而 和 = =u* 60"— 180 ., 即 先 作 角 为 wu。60°, 然 


后 再 减 去 v.130 ,就 得 到 180 的 二 


n(n 十 1)(n 十 2)(n 十 3) 二 (ni? 十 32 十 1)2 一 1. 


. 所 取 nn 十 1 个 数 中 必 有 两 个 连续 自然 数 . 
. pl (2p—1—D*(pt+1)p, (p—)! | (Zp—1—D*(p+ lp. PUp: (p—D!| (28 一 1 一 站 …( 旋 


十 1) 疡 , 即 p | Ch. 
2n 十 1 


“1 一 Gy 为 整数 ,而 2 十 1 与 4 十 1 互 质 ,所 以 -十 -Cs 是 整数 ( 它 就 是 第 27 讲 中 的 卡 塔 


兰 数 ). 


. 下 是 平方 数 , 所 以 dln) 是 奇数 2k 一 1. 车 2k 一 1 二 1, 则 由 于 n 有 一 1 个 因数 小 于 2k 一 1( 也 有 上 一 


1 个 因数 大 于 2 一 1), 所 以 1, 3, …， 2k 一 3 都 是 它 的 因数 . 由 (2k 一 3) | (2k 一 1)? 推出 (2k 一 3) | 
2 ,从 而 2 一 3 一 Li 如一 ] 一 3. 所 以 n = 1 或 9. 


. 设 最 重 的 砖 码 重 为 &, 重 为 1 的 夸 码 有 思 个 ,如 果 & 三 六 十 1, 这 闷 十 1 个 硅 码 的 总 重量 三 2m 十 1， 


而 其 他 硅 码 的 重量 均 不 小 于 2, 所 以 n 十 1 个 夸 码 的 总 重量 三 2 十 1, 矛 盾 ! 因 此 浆 衬 大 天 平 两 边 
重量 之 差 始终 小 于 等 于 .在 放 重量 为 1 的 硅 码 之 前 也 是 如 此 . 将 重 为 1 的 硅 码 逐 一 放 上 去 ,显然 
] 


易 知 六 E M， 到 + 六 = 半 (1+ 坟 )eMI- 二 = 二 (1+(1- 5)), 寺 -去 = 寺 (o 


2 
+ (1 一 六 )) 也 都 属于 M. 当 m 过 委 时 , 令 六 = 2 一 1, 则 于 一 二 (( 序 十 击 ) 十 … 十 


(去 + 去 ) 上 十 十 … “十 辫 十 (去 十 去 )): 当 mw 二 召 时 , 令 h = 2(n 一 m) 一 1, 并 将 前 一 种 情 
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11. 


12. 
13, 


14. 


15. 


16. 


17. 


人 数学 竞赛 研究 教程 


况 中 每 个 数 上 都 换 成 1 一 t 即 可 . 
(a) 对 质数 p, 设 产 三 nn 二 六 .车 <zm 则 项 mn 从 而 户 | CQ z | 
nmC2， 户 在 Fn)Cz 中 的 帘 指 数 不 低 于 在 f(2n) 中 的 寡 指 数 ~ 十 1. 


(b) 与 (a) 类 似 . 
(c) 设 在 nn 二 2k 时 结论 成 立 . 则 f(2k) 委 (RG 过 f(k) ,2* 一 4*,，f(2k 十 1) 过 f(k 十 1)C 纳 


委 f(k 二 1)。 (十 Da < 


(d) 由 例 11, (2n 十 DG | F(2n2 十 1)，zC2 一 2nC% 1 | f(2n). 由 于 n, 2n 十 1 互 质 , 所 以 n(2n 十 
DC | fl2n 十 1), 从 而 fC2n 十 1) 这 mL 十 1)2 一。22. 

(Ce) fl(2n) 之 f(2n—1) > nO—1) 2" >2” (n>5). 

DE DF Bs a is psi » ps 即 合乎 要 求 . 

(a) 设 n 除 以 d 所 得 余数 为 ”>, 则 只 需 证 明 d + f(7). 不 难 列表 逐一 加 以 验证 . 

(b) 在 m 二 40 时 ,不 难 逐 一 验证 .在 m 二 40 时 ,f(m) 在 平方 数 与 (m 十 1)” 之 间 , 因 而 不 是 平 
方 数 . 

(c) 令 & 王 f(0) 了 (1)…f(39), f(&k 十 7) 一 f(r7) 被 整除, 因而 对 于 r= 二 0, 1，…:，39，f(& 十 7) 被 
f(r) 整除 , 即 f(z) 在 x 二 上 上 十 1，…, 上 十 39 时 都 是 合 数 . 

设 (a, b) 二 d, a 二 aad, b= 二 bd, (ai, pn) 一 1. 由 已 知 可 得 ap | (a 十 三 ?). 从 而 ai | 54 .但 
ay 要 互 质 ,所 以 al = 二 1. 同 理 刀 == 1. 所 以 a == 6b. 男 一 种 解法 见习 题 15 第 12 题 . 

可 仿照 上 题 . 或 对 m 的 任 一 质 因数 ,考虑 p 在 m 的 质 因数 分 解 中 出 现 的 次 数 v(m). 如 果 2v(n) 
二 uC) ,那么 wo 十 于 十 mm) 二 v(m) 过 vm) 十 v(n) 一 v(mn), 与 已 知 牙 盾 . 如 果 2v(n) 一 
v(m) ;那么 vn 十 于 十 0) 一 2 ) 一 2v(n) 过 v(mn), 仍 与 已 知 牙 盾 . 所 以 vlm) 二 2v(n).m 是 
平方 数 . 


设 a 与 n 互 质 , 则 nn 一 a 也 与 n 互 质 ,而且 a 二 n 一 a 导致 a 一 万 ,或 者 a 不 是 整数 ,或 者 a 是 整数 
而 不 与 7 互 质 . 所 以 a 关 7n 一 a. 对 于 每 对 a, 7n 一 a, a 十 (n 一 a)’ 被 nn 整除 ,所 以 结论 成 立 . 
(a) 对 n 归纳 . 黄 基 显然 . 设 对 nn 一 1 阶 法 雷 数列 结论 成 立 . 考虑 n 阶 法 雷 数列 的 连续 三 项 全 


4 < 如 果 ac，g 都 小 于 nn, 不 必 证 . 如 果 c 一 mm, 那么 有 正 整 数 台 ,使 如 一 ?nd 三 1 并且 可 


使 挛 一 凡人 而 乞 一 才 , 并 且 d 二 1 一 志 一 加 二 + 之 0, 所 以 g 关 未 同样 4 关 坟 而 上 之 2 和 4 一 
he: etl i > YS 人 丰 还 i ee 
Pe 


从 而 a 十 g = 二 n, 并 有 ad 一 bn = 二 1, hn 一 gd = 二 1, (a 十 g)d = 二 (65 十 h)n, 4d 三 5 十 hh. 如 果 c 二 nn， 
那么 根据 归纳 假设 或 上 面 所 证 ,da 一 bc = 1, dh 一 dg 二 1. 从 而 相 减 得 (a 十 g)d = c(b 十 
i 

C Q& 十 8 
(b) 根据 (a) ,可 先 写 出 一 阶 法 雷 数列 全 ， 填 . 然后 写 出 二 阶 法 雷 数列 , 即 在 们 ,于 之 间 插 人 


9 二 1 = 二 .一 般 地 ,已 有 阶 法 震 数列 ,在 相 邻 分 数 七 ， 中间 持 入 二 4 (如 果 a 十 cn 十 1)， 


习题 提示 与 解答 


或 不 插 ( 如 果 a 十 c 二 nn 十 1). 这 样 就 得 出 n 十 1 阶 法 雷 数列 .10 阶 法 雷 数列 是 . 


一， 


18. 定义 4 = 二 a 十 b. 设 已 有 1,…,w 两 两 互 质 , 并 且 均 与 2 互 质 , 令 ww = 二 6 十 auiwuz*"…wu, 这 样 得 到 


mH nn 三 届 


的 数列 {w) 即 满足 要 求 . 


习 题 9 


. 设 z== 人 为 既 约 分 数 ,满足 所 十 和 二 n€ ZZ, 则 疡 十 pq 一 ng? 一 0, 从 而 g| p,q 二 1, 即 xz 为 整 


数 . 但 在 z 为 整数 时 {z} 十 {z) 二 0. 或 者 由 z 十 民 一 n 解 出 z 一 一 :十 潮 十 名 .>€ Q@ 导 出 1 二 
dn 一 7 ,7 为 奇数 . 从 而 期 Z. 


2 
.由 v 杜 十 了 < 一 去 V30n 十 人) 十 二 。 [| 


. 设 n= 二 十 r, 0 声 r 志 2g; 则 [Wnj = gq. 从 而 g|r,r=0, 9g, 29.n= 二 gg,g 二 +g, 9 十 2g (gq € N). 
. 见 第 12 题 . 


不 妨 设 4 一 1 和 xz 二 全 (之 轴 , 等 式 两 边 均等 于 k 一 1. 


. nn 二 2k 时 ,等 式 两 边 均 为 尺 .n= 二 2 十 1 时 , 均 为 k(k 十 1). 将 n 换 为 正 实数 ,等 式 未必 成 立 , 例 如 工 


. 方程 等 价 于 {zj: 十 [x](z} 一 [xz = 0, 从 而 {z) 二 汪 二 [za], (x) 一直 二 1, [x] =1, z= 


2 
vV5 十 1 
i 


. [2 与 | 志 ] |+ 1 至 少 相差 二 ,所 以 


[ 轩 ]< [- [ 鲜 + 区 ]-[ 罗 ] 


n 


,B= 二 a = 二 a 十 1 所 以 Bn = 二 an 十 n,; 从 而 {Bn} = {an}).alfn] 一 [Bnj]= (a 一 1)(Bn— {Bn})) = an— 


(a 一 1){an) 二 [anj 十 (2 一 a) {an} 在 [anj 与 Lanj 十 1 之 间 , 所 以 [a[Bn]] = [anj 十 [Bn]. 


10. 设 {yn) = e; 则 [YLynj 十 Xj 十 [Yn 十 1)] = [Y?n 一 光 十 Xj 十 [Ynj 十 [e 十 7Y] = [(1 一 7)n 一 十 


7 十 [XYrj 十 [te 十 j= 十 [ 一 一半 十 j 十 Le 十 7X] =n+[ 二 0-7y-© t+[e+. 如 果 2 二 


e 十 7 之 1, 则 后 两 项 的 值 为 一 1 十 1. 如 果 e 十 7 二 1, 则 为 0 十 0. 总 之 ,三 项 之 和 为 n (e 十 Y 关 1, 否 
则 y(n 十 1) = [zyj] 十 1, 与 7 为 无 理 数 矛 盾 ). 


11. G(n) = [y(n 十 1)]. 利用 第 10 题 并 仿照 例 14( 易 知 0 过 GO) 过 n, 所 以 G(n) 由 递 推 关系 唯一 


确定 ). 
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12. 


13。 


a 


Ly 


a 是 方程 x? 一 (2k 十 1)z 十 二 0 的 较 大 的 根 . 设 另 一 根 为 & 令 w= 二 ww 二 8", 则 ww = 1 十 1 = 2， 
ul 三 a 十 8 三 2k 十 1 都 是 整数 ,并 且 ui 一 1 被 & 整 除 . 由 原 方程 可 得 a" 一 (2k 十 1)a"!' 十 ka” 二 
0, B" 一 (2k 十 1)B""!' 十 好 "二 0, 所 以 wu = 二 (2k 十 1)un_ 一 ku,z. 由 这 递 推 关系 可 知 一 切 wu 为 整 
数 , 并 且 由 归纳 法 及 递 推 关系 w 一 1 二 2kuni 一 ku 十 (wi 一 1) 可 知 在 n 宇 1 时 ,w 一 1 被 
整除 . 易 知 8 是 小 于 1 的 正 数 , 所 以 La"] = wu 一 1, 从 而 结论 成 立 . 

显然 ,如 果 a 一 0, 那 么 2 可 为 任意 实数 ;如 果 8 二 0, 那么 a 可 为 任意 实数 . 设 a,5 都 不 是 0. 令 n= 
1 得 a[bj] = bLaj. 设 a， ee 分 别 为 {a}，{ 如 , 则 aCn[5j 十 [Ln{65}]) == b(nLaj 十 [Ln{a}]). 


从 而 afn{6}] = b[n{a}]. 设 { a} 之 十 ;上 EN, 今 n= 二 上 得 a[k{b b)] = 0, 从 而 {6) 过 三 同 理 , 若 


全 二 去 , 则 (a} 二 二 . 当 a, 2 都 不 是 整数 时 ,有 自然 数 人 使 


rm 
1, 则 1 过 nt{a) 一 所 <2, [n{a)] = 1. 同样 [n{6)] =1. 于 是 < 一 久 在 a 或 5 为 非 堆 整数 时 , 另 


一 个 也 为 非 零 整数 . 所 以 本 题 的 解 是 (0, a)，(a, 0)，(a, a), a 为 任意 实数 ,及 (a, 5b), a, 5 均 为 
整数 . 


{2}， (全 到 去 邻 n 二 上 十 


习 吉 10 


. 证 明 (a; 十 hm | 1 过 ;过 mm 0 过 人 近 上 一 1) 中 的 每 两 个 数 模 n 不 同 余 . 
. 短 阵 中 的 每 一 元 素 有 一 对 “坐标 ”, 即 所 在 的 行 数 与 列 数 . 每 条 “对 角 线 ”上 n 个 元 素 的 坐标 的 总 和 


为 (1 十 2 十 … 十 mi) XX2= 二 n(n 十 1) 三 0 (modn). 男 一 方面 ,由 和 矩阵 的 特点 ,第 & 行 的 元 素 坟 的 坐 
标 和 为 1 十 i (mod nn) . 如果 位, 记 ，…, 记 ) 一 {11, 2,，…,n} ,那么 坐标 总 和 为 > (1 十 冯 ) 三 1 十 


乞 十 十 二 2 天 0 (modn) .矛盾 . 


， 座位 的 号 码 依 顺 时 针 次 序 记 为 2 se 每 个 人 有 一 对 坐标 (i， 站 ,其 中 1， j 分 别 为 他 休息 前 后 


的 座 号 . 显然 i, ; 都 跑 遍 模 n 的 完 系 1]，2,…, nn. 如 果 每 两 个 人 的 坐标 人, 广 )，(z2， jz) 满 足 j; 一 
放 关 术 一 (modn)，, 那么 jz 一 iz 关 族 一 (mod n). 即 坐 标 差 一 i 也 跑 遍 模 n 的 完 系 (与 例 8 类 
似 ) ,这 是 不 可 能 的 . 


. 由 例 4, 存 在 11…1100…0 被 m 整除 .已 知 m 与 10 互 质 . 所 以 11…11 被 m 整除 . 
. 不 能 . 因为 11 X7 的 长 方形 不 能 用 3 X 3 或 3X 1 的 长 方形 填 满 . 
， 设 质数 记 关 11, 产儿 &, 部 | 由 例 11, 存 在 m; 使 ll1m 一 1 硅 0 (mod 产 ), 所 以 大王 (112 一 1， 


k) 二 (11m 一 1, h), a 过 B. 同样 8 夺 a. 所 以 a = B 上 与 h 除去 11 的 寡 外 ,其 他 质 因数 的 指数 完全 
相同 . 


.由 于 a 十 2d 为 奇 质数 ,所 以 首 项 a 为 奇 质 数 ,d 为 偶数 .车 a 二 n, 则 a 十 ad 被 4 整除 ,因此 a 宇 n. 


设 户 为 小 于 的 奇 质数 , 则 a, a 十 d,…,a 十 (pp 一 1)d 均 大 于 p, 因 而 均 不 为 p 的 倍数 . 其 中 必 有 两 
个 mod p 同 余 , 差 kd 被 p 整除 ,pld. 


. 用 归纳 法 . 设 a%* 一 1 二 hn,n+ hh 则 az = 二 (十 hen)" 三 1 十 hi! (modn 丫 ). 取 me 


二 nma， 即 有 rn | (ael 一 1). 


. 97” = (一 2)” 三 (一 2)22 三 一 2 (mod9) .而 n 夺 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 (mod 9) 时 ;ni 三 


10, 


11. 


12. 


13,. 


14. 
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0, 1, 一 1, 0, 1, 一 1, 0, 1, 一 1. 从 而 若干 连续 自然 数 的 立方 和 三 0, 1, 一 1 关 一 2 (mod 9). 
1 997 = 2 = 2 =4 (mod7). 而 nn 二 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 (mod 7) 时 , rn =0, 1, 1,C—1, 1, 
一 1, 一 1. 从 而 若干 连续 自然 数 的 立方 和 三 0, 士 1, 土 2 关 4 (mod 7). 
2 万 十 27 十 C 三 CC(mod 4). 
若 A 为 奇 ; 则 让 十 Ar 二 Tz 十 + 三 0 (mod2), 即 yy 十 Ay 十 B(mod 4) 仅 有 两 类 . 
若 4 为 偶 , 则 z 为 偶数 时 , zx? 十 Ar 三 0(mod4); z 为 奇数 时 , x? 十 Axr 三 1 十 A (mod4). 即 z 十 
Az 十 B (mod 4) 仍 仅 有 两 类 . 
因此 可 取 C 不 属于 以 上 两 类 (mod 4) ,这 时 MM 无 公共 元 . 
az 一 2, a3 二 3, 一 5 一 7. 设 有 ww 是 7 的 倍数 . 记 ax =a, 则 三 cy ax 三 a(mod7)， 
Qt-2 三 Qi 十 QQ 三 as 十 2a， ak 三 as 十 3ac，adb 三 au 十 4a， CQ4kH Eas Da, dsrs 
三 as3 十 6a (mod 7). 因此 aa, awz saws au asn1， awrz， ats 中 必 有 一 个 数 是 7 的 倍数 ， 
从 而 序列 中 有 无 穷 多 项 是 7 的 倍数 . 
如 果 pl ，ps，ps 都 不 是 3, 那么 p 三 1 十 1 十 1 三 0 (mod 3) , 即 娟 是 3 的 倍数 . 显然 户 二 3. 这 与 
记 为 质数 矛盾 . 
在 轧 二 5 时 , 2 十 32 不 是 质数 .在 PP 关 5 时 ,2? 十 3? 三 2? 十 (一 2)? 二 0 (mod 5), 同时 2? 十 3? = 
2 二 (5 一 2)? 二 57 一 pX5mX2 十 … 十 pX5X2r! 是 5 的 倍数 ,但 不 是 5 的 倍数 . 所 以 2 十 
3? 不 是 平方 数 . 
不 妨 设 a 宇 b. a 二 十 6ab 十 1 过 (a 十 1)3, 所 以 a 十 6ab 十 1 = (a 十 1)3, 2b= 二 a 二 lb 2 
扩 十 6ab 十 1 二 妨 十 125 一 66b 十 1 二 (6 十 4)3 ,所 以 太 十 6ab 十 1 = (6 十 1)3 (8 十 2)3 或 (8 十 3)3. 
由 多 十 6ap 十 1 一 (十 1)3 得 2a 一 8 十 1, 从 而 < 一 5 一 1. 久 十 6ab 十 1 一 (5 十 2》3 导致 六 十 1 
三 矿 (mod 2), 无 解 . 凡 十 6abg 十 1 一 (十 3)3 导致 扩 十 1 三 (mod 3) ,无 解 . 


习题 11 


1 7 一 2vyaEN6+ > 


- 取 闪 个 质数 Pi ,1 过 i 之 r, 1 过 j 二, 每 一 个 都 大 于 7. 令 mm = pa pa…pa. 由 例 10, 存 在 > 个 


连续 数 ,第 i 个 可 被 m; 整除 . 由 于 j 关 i 时 , 0 过 |(z 十 让 一 (zx 十 让 | 二 r 二 pis，, 所 以 pz + (zj). 


. 在 例 10 中 , 令 m = 让. 


4. 设 n 二 生 识 … 妇 ,其 中 满足 a; 二 1 (mod p;), a; 汪 0 (mod p;),7 5 


， 如果 n! 十 7 有 一 个 质 因数 pp 宇 n ,那么 在 i 关 j， 2 二 1 全 n 时 , n1 十 i 二 (nl 十 站 十 (i 一 站 不 被 p 


整除 . 如 果 nl 十 7 的 所 有 质 因 数 均 小 于 nn ,那么 十 1 的 质 因数 pp 二 n 并 且 p Ve 所 以 对 于 i 关 
J]，2 三 i 人 nn,， p+ i, 从 而 p+ (ni 十 记 . 


. 设 n1 (2" 一 1). 邻 p 为 n 的 最 小 质 因数 ,b 为 满足 2 二 1 (mod p) 的 最 小 正 数 , n == gb 十 r, 0 去 > 


过, 则 2 一 2” 寺 1(mod p). 由 5 的 最 小 性 ,r 二 0, 5 |n. 但 由 费 马 小 定理 6 之 p 一 1. 这 与 p 
为 n 的 最 小 质 因数 矛盾 . 


1 
-。 f(0)= 二 1, f(1) 一 0. 若 7 天 0， 1, 则 (一 Dan = (一 Dz —T l=p—1(modp), fn) 


三 一 (一 1) 一 (mod p) 互 不 相同 . 
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8. pln 时 , 取 z 为 p 的 倍数 .p+ n 时 , 取 xz 寺 nl(modp), 工 夺 1 (mod (pp 一 1)). 从 而 x 圭 1 (mod (p 
—1)), x" =7rx=n(mod 力 ). 

9. 将 m 的 质 因数 分 解 式 分 成 两 部 分 ,前 一 部 分 中 的 质数 均 整 除 a, 后 一 部 分 中 的 质数 不 整除 a. 两 部 
分 的 积分 别 为 za，m。 (ma ，mz 可 能 为 1 ). a 十 tr 与 m 互 质 , 因 为 m 的 质 因 数 p 恰 整 除 a，brm。 
中 的 一 个 .于 是 a 十 blm 十 km) 与 m 互 质 . 

10. 对 于 RE {1, 2,…, pp 一 1}, 有 了 唯一 的 hE€ (1, 2,…, pp 一 1) 满足 kh 二 1 (mod p), 并 且 上 不 


一 - 一 et 2 
同时 大 也 互 不 相同 .( 户 一 1D)1 二 过于 也 1 .好 三 起 二 DI (modp), 所 以 KX2 一 DDe= 
全 -上 = pp- DD Da = (一 DD?。 二 一 D0 (mod p), 从 而 


pla (直接 将 坟 写 成 A, 不 乘 (p 一 1)1, 也 是 正确 的 证 法 ). 


11. 设 n 二 gb 十 r, 0 过 7 二 5b, 则 a7 = aw 三 1 (modm). 由 5， 的 最 小 性 ,r= 0. 

12. 设 d 为 满足 2 三 1 (mod p) 的 最 小 自然 数 , 则 d | n, d 1 (p 一 1). 由 于 疡 +(2" 一 1), 所 以 p+ 
(2 一 ]). 设 Pp 一 1 = 二 dm, 1 过 mm 二 p22 一 1 = 成 , p+ 则 有 271 一 1 = (1 十 大 )”" 一 1 三 
tkm 0 (mod pp: ). 

13;. .n= 9.; 

一 方面 ,任意 9 个 不 同 整数 ,如 果 其 中 有 四 个 数 a, 5b, c,d 满足 a 三 cc, 5 寺 d (mod 20), 那 么 a 十 
b 一 c 一 d 被 20 整除 . 因此 可 以 设 mod 20 后 ,这 9 个 数 至 少 属于 7 个 不 同 的 剩余 类 . 考虑 这 7 个 互 


不 同 余 的 数 ,它们 两 两 的 和 共有 C3 一 人 LX6 -= 2] 个 ,因而 必 有 两 个 和 同 余 (mod 20). 但 由 于 7 个 


数 互 不 同 余 , 所 以 a 十 b 半 a 十 c (mod 20), 从 而 只 能 是 a 十 5 三 c 十 d (mod 20), 即 有 不 同 的 数 a， 
b,c，d, 使 得 a 十 5b 一 cc 一 4d 被 20 整除 . 
男 一 方面 ,8 个 数 0, 20, 40, 1,2, 4, 7, 12 中 任 四 个 数 a, 5, c,d, 都 不 能 使 4 十 5 一 c 一 d 被 20 
整除 . 

14. ai 三 1; 易 知 克 二 3 尘 和 本 机 三 735 三 10. 
设 1, 2, …，, 9n 中 恰 有 {a,) 的 前 4n 项 ,它们 是 mod 9 余数 为 1, 3, 4, 7 的 那些 数 , 则 9n 十 1 添 入 
这 个 数列 作为 ao 后 ,ai 十 a 三 1, 2, 4, 5, 6, 7, 8 (mod9), 3a; 震 0, 3 (mod9), a; 十 a; 关 3ai. 
因为 (9n 十 2) 十 1 二 3(3n 十 1]), 而 3n 十 1 三 1, 4, 7 (mod 9) € {a,), 所 以 9n 十 2 区 {a,}. 
同 理 可 证 9n 十 3, 9n 十 4, 9n 十 7 € {a,}), 而 (9n 十 5) 十 7 二 3(3n 十 4), (9n 十 6) 十 (9n 十 6) 一 
3(6n 十 4), (9n 十 8) 十 4 二 3C3n 十 4), (9n 十 9) 十 3 二 33n 十 4), 3n 十 4, 6n 十 4 {a,}, 所 以 
9n 十 5, 9n 十 6, 9n 十 8, 9n 十 9 人 {a,}. 
于 是 {a, } 由 自然 数 中 mod9 余 1, 3, 4, 7 的 数组 成 . 
因为 1998 = 499 X 4 十 2, 所 以 aiess = 二 499 X 9 十 3 = 二 4 494. 

15. n 一 2 ,上 & 为 非 负 整 数 . 
一 方面 ,如 果 n 有 奇 因数 s > 1, 那么 2 一 1 是 2" 一 1 二 (2:)* 一 1 的 因数 .如 果 2" 一 1 是 wm 十 9 
的 因数 ,那么 2 一 1 是 mm 十 9 的 因数 .因为 3+ (2 一 1), 并且 2 一 1 三 一 1(mod4), 所 以 2: 一 1 


必 有 一 个 质 因数 户 二 3 并且 p 二 一 1 (mod 4), 从 而 m? 三 一 9 (mod p) ,两边 上 次 方 得 mi 


16. 


17. 


18. 


习题 提示 与 解答 


三 一 3 入: (mod p),， 由 费 马 小 定理 得 1 二 一 1 或 0 二 一 1 (mod 记 ), 了 矛盾. 

另 一 方面 , 2* 一 1 一 (22 十 1)(22 一 1) 一 … 一 (22 十 1)(22 ”十 1)…(22 十 1)(2 十 1). 同 
余 方程 x? 三 一 1 (mod (22 十 1)) 有 解 工 二 22 ” (mod (2? 十 1)). 而 jy 之 i 时 , (2 十 1, 22 十 1) 
二 (22 一], 22 十 1) 一 … 一 (22 一 1, 2 十 1) = 1, 所 以 根据 中 国 剩余 定理 , 同 余 方程 组 zx 三 
22 (mod (22 十 1))(j 二 1, 2,…, 上 一 1) 有 解 zo. 

令 吏 二 3z0; 则 m? 十 9 二 9( 台 十 1) 被 2* 一 1 整除 . 

首先 取 个 平方 数 af ,3 ，…，, .可 以 假定 n! | ai(l 达 i 过 nn)，, 否则 用 nl ai 代替 原来 的 ai. 令 


9 


2 2 LE 2 28; sj 
nn ,一 - a? | | 也 十 ap 十 二 ) 1 Ik 
1< kn J 为 1, 2，…， 玉 
nm 的 任 一 上 元 组 合 


其 中 BB.…, ;是 自然 数 , 将 在 下 面 确定 ,i 二 1, 2,…, nn. 

A= {ni ro) , 则 (D，(i 记 显然 满足 (~ 都 是 平方 数 ). 

取 一 串 奇 质数 pj .i,,…. ;i,j2，…， 扩 是 1,2,…,n 的 kk 元 组 合 ,2 三 kn 
由 中 国 剩余 定理 ,存在 记 ,…. 满足 


2 se LA0d pn ds Br (ind Rm 


rj 十 ,十 十 
一 ,PP 是 所 取 的 所 有 质数 的 积 .对 这 样 的 忆 ,,… i， 一 一 上 了 一 一 是 


刘 从 


其 中 六. 一 5 


Dai 

如 果 n 为 质数 ,由 第 11 讲 例 8, 结 论 成 立 . 设 在 7 的 因数 个 数 少 于 s 时 结论 成 立 ,考虑 有 二 2 个 
因数 的 n. 这 时 == ap，ay 5 均 为 它 的 真 因数 . 由 归纳 假设 ,从 2n 一 1 个 已 知 数 中 可 以 选 出 mf”， 
mf ,m4 ,它们 的 和 被 a 整除 . 再 从 剩 下 的 2n 一 1 一 a 个 数 中 选 出 mx? ，m 弛 ，… ,zm ,它们 
的 和 被 a 整除 . 依 此 类 推 ,直至 从 最 后 的 2a 一 1(= 2n 一 1 一 (25 一 2)a) 个 数 中 选 出 m 维 1， 
7 区 ，*…，m 多 1 ,它们 的 和 被 a 整除 . 设 各 个 和 除 以 a 所 得 的 商 为 zm， mz ，…，7zz-1. 则 从 这 些 
商 中 (根据 归纳 假设 ) 可 以 选 出 5 个 数 , 它 们 的 和 被 b 整除 .不妨 设 


mi 十 77zzz 十 … 十 1 < 一 kbp, 大 [本 Z (整数 集 ). 
则 
(zz 人 十 …… 十 ma ) 十 … 十 (和 十 十 me 六) 二 am 十 … 十 m4) = 二 kab， 
即 n 个 数 mi” ede mI” 9 my tk ] rb 满足 要 求 ， 
4 一 1 全 2. 设 训 为 a 一 1 的 质 因数 . 取 户 = 1. 显 然 迪 一 1 被 记 整 除 . 设 已 有 乌 , 训 ，…， 如 满足 
要 求 . 令 Dnt = pbn， 则 
atn+l 二 证 5 Capbn 一 ] 一 (da 名 a 1) Cae De, 十 ar 十 … 十 1). 

由 于 a 一 1 被 户 整除 ,所 以 ao ao 和，…， 1 除 以 记 时 余数 均 为 1, 从 而 这 思 个 数 的 和 被 
整除 . 

由 归纳 假设 , b, | (a” 一 1). 因此 


pb | (ds = (Car tar et 1). 
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即 刀 .1 | (ao 一 1). 这 样 得 到 的 数列 加，b。,… 满 足 要 求 ( 易 算出 (bi = 加 )， 
对 于 a 二 2 命题 不 成 立 , 参 见习 题 11 第 6 题 . 


习 是 12 


， 两 堆 棋子 个 数 之 差 是 一 个 偶数 2m. 将 m 表示 为 例 3 中 的 ao 十 al X3 十 … 十 a X3*, a; € (0 十 1}， 


ai 为 正 , 表 示 将 3” 枚 棋子 从 多 的 一 堆 移 向 少 的 一 堆 ,a; 为 负 , 表 示 相 反 的 移动 . 经 若干 次 后 ,多 的 
一 堆 减 少 了 m 枚 棋子 ,这 时 两 堆 棋 子 数 相同 . 


> By — A,_iB. 一 -人 7 站 十 A,_i ) Bl — (x Be 二 B,_i1)A;.i = zila” 1!B, | —b"!'A,) 二 


= ma Da) 


. 对 用 归纳 法 易 证 天 | (22s 十 1). 如 果 2 三 1(mod 5:) 且 4 为 最 小 正 数 , 则 d | pg(5:), 从 而 d 


sk—2 


二 g(5:) 或 d|14X5 ,但 203 一 1 一 (228 十 1)(225 一 1) 被 5 整除 ,不 被 5: 整除 ,所 以 


dd 4 DE 2 


. 由 于 piG(l 志 i 过 pp 一 上), 所 以 民 十 xz)? 三 1 十 zr (mod p). 从 而 (1 十 zx)* 三 (1 十 ze )%…(1 


十 ze)“1(1 十 z)“ (mod p)， 比较 两 边 x 的 系数 即 得 . 


. 未 必 . 设 工 ,，xs，Zxs 的 二 进 制 (小 数 ) 表 示 0. aiiaiwzaa*…(i= 二 1,2,3) 中 ,ayj，, az，, a3j(j 二 1,，2,…) 


恰 有 一 个 为 1, 则 无 论调 整 多 少 次 ,总 有 大 于 考 的 工 . 由 于 1 可 以 随心 所 欲 地 分 配给 a1， as， as 中 
的 任意 一 个 ， 当然 可 使 1 ， 2， Ts 均 为 无 理 数 . 


.由 例 11, 前 2" 个 魔 数 之 和 为 22(29 一 1),. 前 1991 = 二 23 十 2 十 2 十 2 十 2 十 2 十 2 十 1 个 麻 数 之 


和 为 

oD 
2' 十 2X(2 一 1)) 十 ((2H 二 20 十 2 二 2) X22 十 人 (2 一 1)) 二 (2 中 中 2 中 2 二 种 27) XX 
eX DT 
卡 售 十 外 》 交 1 村 二 

i i A oe ee i i es ds Ne te i 

= 3 963 086. 


7. (a) 易 知 f(A) 三 A, 10"f(A) 二 A (mod19). (b) 中 A = 19. 
8. 有 . 令 al 二 99990999809997…0000100000, 4d = 二 10000100001…00001 (4d 比 ai 少 3 位). 这 样 作成 


的 等 差 数 列 各 项 严格 递增 . 对 于 & 一 9999, ai 的 第 nn 段 ( 自 右 起 每 5 个 数 为 1 段 ) 与 & 的 和 的 数字 
和 即 wa 的 第 ”一 1 段 与 & 十 1 的 和 的 数字 和 . 因此 数字 和 S (ai 十 (& 十 1)d) 与 S (ai 十 hd) 的 差 即 
S(k 十 1 十 9 999) 一 SCk) = 二 1 十 S(k) 一 SCR) ==1, 从 而 aa ，…，aooo 这 10000 项 ,每 项 的 数 
字 和 比 前 一 项 的 数字 和 大 1. 


， 设 公差 为 d, d 的 末尾 如 果 有 0, 可 将 0 删 去 (每 一 项 也 删 去 同样 长 的 尾巴 ) ,不 影响 结论 . d 的 末尾 


如 果 为 偶数 ,用 54 代替 a ,并 删 去 末尾 的 0. 因此 可 设 4 与 10 互 质 , 从 而 存在 4 的 倍数 ,数字 全 为 1 
(参见 第 10 讲 例 4). 于 是 可 设 d = 11…1. 进一步 可 设 d = 99…9 = 10" 一 1. 于 是 a 十 d 即 a 的 
位 上 加 1, 个 位 上 减 1, 从 而 仅 在 a 的 个 位 为 0 时 ,a 十 d 的 数字 和 才 可 能 比 a 的 数字 和 大 ,但 这 时 a 
十 2d 的 数字 和 不 大 于 a 十 d 的 数字 和 . 因此 所 求 的 无 穷 数列 不 存在 . 


10. 


11. 


12. 


13. 


1. 


3. 


习题 提示 与 解答 


考虑 三 进 制 中 ,不 含 数字 2 并 且 位 数 小 于 等 于 11 的 数 所 成 的 集 M. | M |= 和 2 一 1 二 2000. M 中 
的 数 志 3” 十 3 十 … 十 1 i 去 (一 D) < 10” . 如 果 rz， V， zEM, 并 日 zxz 十 z= 2y， 则 由 于 2y 的 


各 位 数字 为 0 或 2, 所 以 z 十 = 也 是 如 此 . 从 而 zx, = 在 同一 位 上 的 数字 同 为 0 或 同 为 1, 即 工 一 x. 
因此 ,M 中 任 三 个 不 同 的 数 不 成 等 差 数 列 . 

可 以 用 归纳 法 证 明 更 一 般 的 结论 : 

对 于 任意 自然 数 m, 存 在 由 1 与 0 组 成 的 自然 数 ” 它 的 数字 和 S (n) 一 m, 并 且 S (ww) 二 mi. 
7 一 1 时 , 取 ? 一 1 即 可 . 

设 对 于 m, 数 nn 满足 要 求 , 令 n = 二 nX10mm! 十 1, 其 中 为 n 的 位 数 , 则 na 由 数字 0, 1 组 成 ,并 且 
Sm)= S++1=m+l1, S(n)=S(n X10 +2nxX10+1)= Sw)+2S(n)++1 = 
mW 十 2m 十 1 = 二 (m 十 1)7. 

对 自然 数 n, 令 a, = 二 (5X10" 一 1 b= 二 (10" 一 1 则 a,, 6 都 是 2n 位 ,上 且 a X10” 十 b= 二 
(5X10m1—10")?+(10"—1)?: 一 (5X102)2 一 10m 十 2X102 一 2X10" 十 1 一 (5X102% 一 
10* 十 1). 

采用 二 进 制 . 先 用 归纳 法 证 明 : n 个 数 中 必 恰 有 3 个 或 4 个 数 的 末尾 7 位 完全 相同 (其 余 的 与 它 
们 不 同 ) ,这 里 j 为 一 非 负 整 数 . 当 n== 3, 4 时 , 取 j 一 0. n 宇 5 时 , 考虑 个 数 的 ( 右 数 ) 第 一 次 数 
字 不 全 相同 处 ,数字 为 0 与 为 1 的 两 类 中 , 必 有 一 类 的 个 数 不 小 于 3, 同 时 又 必 小 于 ”援引 归纳 
假设 即 得 . 对 于 原来 问题 , 取 2 为 公差 ,上 述 相同 的 末 j 位 所 成 的 数 为 首 项 即 可 . 


习 题 13 


最 小 值 为 7 = 12! 一 51. 首先 | 12” 一 5" | 一 定 是 奇数 . 由 于 | 12" 一 5" | 不 被 3, 5 整除 ,所 以 | 12" 
一 5" | 不 等 于 3，5. 如 果 | 12" 一 5" |== 1, mod 13, 左 边 三 5 士 1,1 士 1, 了 矛盾. 


. 设 八 ABE 的 边 长 为 a， b,c， s 为 方 (a 十 6 十 人) , 则 Vs(s 一 a)(s 一 b)(s 一 c) 二 25. 可 化 为 xyz = 


4(r 十 y 十 z), 其 中 令 a 王 > 十 ,0 一 zx 十 zc 一 并 十 y 于 是 由 第 3 题 得 


a 12 8 25 15 10 
5 6 6 7 9 
C 13 10 29 20 2 


ABEC, ACED 的 边 长 也 由 上 表 给 出 . 由 于 它们 面积 互 不 相同 , 表 中 每 组 解 至 多 出 现 一 次 . 又 因为 
EB, EC 必须 出 现 两 次 ,所 以 当 取 表 中 2, 3, 5 列 为 解 , 并 且 八 BEC 的 边 为 6, 8, 10, BC = 8. 由 此 
不 难得 出 人 ADE 的 面积 为 90. 


不 妨 设 zx 三 y 二 zx 于 是 47 二 xyz 三 12x, 4 一 yz 过 12. 枚 举 y, z 的 各 种 可 能 ,得 出 解 为 
I 10 6 24 14 9 
y 3 4 5 6 8 
z 2 2 1 1 1 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


. 任 取 z, 令 yy 一 z4 一 1,z 一 工 !， 
，、 2 一 3 二 1 有 人 解 (2， 1). mod 3 得 z 为 偶数 ,mod 4 得 y 为 奇数 2k 十 1， 车 工 宇 3, mod 8 得 一 3 三 ]， 


矛盾 . 3” 一 2 二 1 有 解 (1, 1), (3, 2). 设 rt 1， mod 4 得 > 为 偶数 2k, 从 而 (3: 十 1)(3: 一 1) = 
由 于 (3 十 1， 3 一 ]) 二 2, 所 以 3 一 1] = 2, 上 上 二 Es TX 二 3. 


.mm 十 1) 二 prn(n 十 1D) 着 m= p*Yzx, 则 ni? 十 n= prir? 十 zn 一 T= 二 prr? 一 nm 一 (prr—n)(p'zr 


十 ) 三 Px 十 n, 蔬 盾 . 若 m 十 1 = 二 prYx, 则 开 十 n= 二 pr? 一 TI，n 十 = prr? 一 mr? 之 p'r 十 n, 矛盾. 


. 工 十 (zx 十 1)?* = zz? 可 化 为 (2r 十 1)? 一 2z? = 一 1. 它 的 解 为 x = 二 (1 + te 


DY es tT 一 (1 一 V2)*+1). 递 推 公式 为 zx, = 6 1 一 x2 二 2, z= 二 6z, 一 = 


(人 = “和 20， Li9: 696 ， 4095， es {zn } = 人 29， 169 ， 985， S741s Ns 


。 不 妨 设 人 X29» X39 4 一 lj 人 mod8， 由 于 zz 与 0， Ls 4 同 余 ,并 且 zi ， Ts Ts 4 中 至 少 有 一 个 


为 奇数 ,所 以 zf 十 召 十 如 十 zx? 关 0(mod 8). 
去 kn(n 十 1) 一 26n， 从 而 (rn 十 1) = 52. (n, 有 ) 为 (3, 13), (12， 4) 或 (25，2)， 


el i 
对 任意 自然 数 n, 将 [0，1] 分 为 n 等 分 .由 于 mVad 一 [mvd] (m 二 0, 1, …, n) 均 落 人 [0, 1] 中 ， 


必 有 两 个 在 同一 等 分 中 ,其 差 | Wd 一 s | 二 十 之 二， 


t 
令 y 二 二, 则 == 了 一 1, y= 二 tf 一 1) CE OQ) 为 曲线 上 的 有 理 点 . 


Tl ntl 一 22m+l 
x，y 的 奇偶 性 一 定 相 同 , 因而 x 宇 y 十 2, 5y，2" 宇 yz = > 
2n 
Cs ik ok 
( 十 zx)2m+: 一 yn+l 一 22m+l 可 > 本 b l 2 (ytit ot 十 水 22eH) 
中 这 en 六 二 2 


> 2 Gy = y". 2 2% — 1), 
k=1 


所 以 5 宇 y7(2* 一 六 ,从 而 n= 二 2,y 一 1. 80 之 xz 二 王 一 2 一 ! 导出 x 过 4, 从 而 +z 二 3, z 
= 70. 

由 原 方程 及 yy ,xz ，xyz 均 被 z? 整除 得 出 |z. 设 工 = az?, y== bz, 则 a 十 大 十 z= 二 abz?, 从 而 
bi (a 十 zx). 如 果 = 三 3, 那么 abz? 宇 3az 宇 2az 十 3 宇 2(a 十 z) 十 1 守 a 十 如 十 忆 ; 所 以 一 :1 或 
2, 并 且 在 z= 二 2 时 ,b= 二 1 或 4 二 1, 从 而 a 二 1, x = 4, y= 2; 或 6 二 3, x 二 4, y= 二 6. 在 z= 
1 时 ,方程 成 为 ea 十 多 十 1 一 ab 即 Ca 一念 ( 一 1) 一 (6 一 隧 十 2, (6 一 ] 示 | 2,6 二 2 或 3, a 二 
5, 工 三 5, y 二 2 或 3. 本 题 共 有 四 组 解 : (z，y) = (4, 2), (4, 6), (5, 2), (5, 3). 

(10,，10, 0, 一 1) 是 一 组 解 . 由 (10 十 n) 十 (10 一 n) 十 一 2000 化 简 得 60m: = (一 z);, 因此 nn 
二 60s ,zx 二 一 60s. 即 本 题 有 无 穷 组 解 xz = 10 十 60s5; ,y= 二 10 一 605 ,z= 二 一 605 ,t= 二 一 1, 其 中 
s 为 任 一 整数 . 

(xz— (Ty ) = 由 于 (zy, 二 Dy 二 YY) = (zr 一 y, 3y¥); 而 (3yY, 忆 ) = 1, 所 
以 (zx 一 y, 五 十 ZIy 十 站) = 二 1. 从 而 Xx 一 y= 二 ,十 zy 十 二. 由 后 一 方程 得 芷 一 必 = y(z 


习题 提示 与 解答 


十 y). 因为 二 (zx 十 ,tt 一 + 二 y, 从 而 上 一 zx 不 被 y ee 整除 . 令 t 十 xz = 二 ky, 则 


k(t 一 x) 二 ZX 十 y, 由 xz 一 ky 一 :二 0, (1 十 上 )z 十 y 一 太 二 0 解 得 zz 二 Bi y= poy re 


(2k 十 1, 屁 十 十 1) 二 (2k 十 1,， 上 十 2) 一 (2 十 1，3) | 3, 所 以 t= 二 外 十 k 十 1, X= 二 居 一 1, y= 二 


2 ES 
24 十 3 或 :一 和 二 1， 一 和 二 1， y 一 装填! 前 一 种 情况 , zx 一 > 一 马 一 1 一 (2 十 1) = 


(一 1)2 一 3 一 ?从 而 上 一 1 一 2, 5 二 1,k= 二 3, 工 二 8, y= 二 7, zz 二 13. 后 一 种 情况 ,因为 上 为 
整数 ,有 一 3h 十 1, 工 二 3 有 十 2h, y= 二 2h 十 1, 并 一 y 一 3 由 一 1 一 %,， mod3 即 知 无 解 .所 以 本 题 
只 有 一 组 解 + = 8, y = 7, z= 13. 
. y 宇 0 时 , yy 二 T= 十 2 十 1 声 (y 十 1 ,所 以 y= 二 0,= 二 1 yy 二 0 时 , 邻 4= 二 一 y, v= 二 
一 Zz; 则 万 = 一 2 一 1 <w. ww>>3 时 ,(w 一 1 二 ww 一 2w 一 1, 所 以 wu 志 3. z= 3 村 ,v= 
2, X= 一 2, y= 二 一 3, & 二 2 时 ,v= 一 1, X= 1, y= 二 一 2. u = 二 1 时 无 解 . 


. 工 一 ?时 ,一 ?一 1. 设 y>z. 对 所 有 质数 p, 在 y 中 的 次 数 与 p 在 zx 中 的 次 数 之 比 二 > 二 二 


> 1, 因此 xz|y. 设 y= 二 妈 ; 则 x = (zz)oo0z, 即 性 ! 二 之 , 如 果 z 为 奇数 , 则 工 二 时 ,y= 
! 电 . 如 果 :为 偶数 , 则 t= 5 ,z= 5， y= st. 


习题 14 


. 工 与 z 互 质 , 所 以 公式 (9) 一 (11) 中 4 = 1, 并且 zz 为 奇数 ,zx 为 偶数 .由 十 九 = 2ww 十 1 得 wu 一 vw 
一 1. 从 而 工 == 2vlv 十 1), y= 2v 十 1, z= 2v 十 2 十 1 

、 工 一 2abp， y=| 44a 一 5 | ， z= 4a' 十， (a 65) 二 1, 5 为 奇数 . 

. mod 4 知 Xx，y,， z 中 至 少 有 两 个 为 偶数 . 设 y= 2i, z= 2m. 则 (w 十 Tz)(w 一 Zz) 一 48 十 4mi, 令 


nn 为 下 
下 二 


了 2 


2 i 二 演 。， 人 +m—n 
性 十 7 ， 7 iE . 从 而 工 -个 和 一 


.T= == 十 本 (u,v) = 二 1 并且 wv 为 偶数 . 从 而 w= 二 $5, v=f, w+v= 二 co， 
u 一 Uv 二 d:. 由 例 4, 这 是 不 可 能 的 . 
. 如果 ab 一 22 ，a: 十 灵 二, 则 可 得 a = 二 27,65 二 .从 而 45 十 tt = 二. 所 以 本 题 的 答案 是 否定 的 . 


6. (27)" 二 (22z) 中 ,从 而 2z 三 ，2z 一 局 
7. 2 二 2 二 2 二 十 25 十 2 十 1 十 3 十 2 4n 汪 6), 又 25 二 14 十 33 十 22, 43 二 87, (37)+ 一 


(3? 。2)3 十 (33)?. 
. (t,t, 匡 ) 是 解 . 
. 工 ，y 必须 为 奇数 ,从 而 4|z. 令 z 二 41, 则 二 十 六 十 2 二 4zyt. 易 知 z 关 y. 不 妨 设 + 之 y. 在 (zx， 


y) 为 解 时 ,(y,，4yt 一 zx) 也 是 解 . 易 知 4yt 二 x, 并且 4yt 一 工 一 > 二 y; 除 非 y= 二 1,z=3,t 


一 1. 所 以 由 无 穷 递 降 法 ,二 1 时 无 解 . 1 == 1 时 ,有 无 穷 多 组 解 : (1, 1), (3, 1), (11, 3) ，(41， 
11),…. 一 般 地 z, = 二 4-i 一 ys Yr 二 -i(n= 二 1,2,:…),t 二 1,z 二 4. 
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10. 
11. 


12. 


13. 
14. 
15. 


16. 


有 和 解 , 如 zx 二 … = 二 xig8s 二 y= 二 1985, z= 二 1 9857. 

Cs ss 1) 显 然 是 解 . 若 (zl， ”7 ts X191 ) 是 解 , 则 (Xl 十 站 ?十 吉 十 … 十 Xf 991 一 在 十 2zt 十 
1 991zlzz…zlel 一 1 991(zl 十 Drorigg 十 tL2zl 十 上 一 1 991zzz…zlol)， 取 上 一 
1 991zm mrisnl 一 2zi, 便 有 (zi 十 D2 十 戏 十 … 十 好 mm 一 1991(z 十 Dzzel. 于 是 , 若 z 
是 区 aa si 中 最 小 的 ,总 可 以 用 上 面 的 方法 使 它 增 大 ( 即 用 Zl 十 上 一 1 991zz…Zls9l 一 Il 
代替 zi ) ,从 而 可 得 出 无 穷 多 组 解 . 

3(4z 一 3): 一 2(6y 十 1) = 二 1. 令 uu= 3(47 一 3) 一 2(6y 十 1) 一 12z 一 12y 一 11, v= 一 (4zx 一 3) 
十 (6y 十 1) = 一 4z 十 6y 十 4, 得 沛 尔 方程 好 一 6 过 = 二 1 (ww) 二 (1,0), (wu, w) = 二 (5, 2)， 


Gs) = 0 一 (ta ve) 一 竺 十 如上， 一 咎 十 9 一- 是 原 方程 的 整 


数 解 ，(zo，W%) = 二 (1; 0), (zi, 1)= (28, 18), x, = 9871 OO— Xi CO—72, y= 98yn CO— Yn 十 
16., 

由 齐 次 性 可 设 z+，y, z 均 为 整数 ,考虑 +，y，z 中 3 的 突 , 易 知 += 二 y= 二 z= 0. 

mod 3. 由 于 (Xx 一 y)* 关 2 (mod 3)，, 所 以 方程 无 整数 解 . 

两 边 mod 11. 左边 同 余 于 1，3, 4,，5, 9. 而 右边 同 余 于 6, 8&. 

显然 如 二 7 又 有 六 二 十 YY 二 (Y 十 ”二 27 六, 即 二 2 从 而 nn 一 加 过 m,n 二 2m 人 
如 果 m = 二 2, 那么 n= 二 3, 石 十 = 二 (x 十 y)?， 分 解 并 化 简 得 工 一 zy 十 y= 二 工 十 y. 由 于 切 一 zy 
二 二 Xx(X 一 y) 十 半 宇 XT 十 yy 所 以 xX 一 y= 二 1 二 yy 即 z=2,y= 二 1. 显然 T=2,y=1， 
m 二 2, n 二 3 是 一 组 解 . 

以 下 证 明 m 三 3 时 无 解 . 假设 这 时 有 解 , 先 设 +, y 互 质 . 令 pp 为 x" 十 y' 的 一 个 质 因数 , 则 p | (xz 
十 y)”， 从 而 户 | (rz 十 y). 设 z 十 y= 二 成 ，t, 其 中 p+ .由 于 x,y 互 质 , 所 以 p+ y. 而 
十 六 二 (PP 一 y)" 十 六 二 Pp 一 下 土 nt 所 十 (一 1)"y" 十 YW @ 被 p 整除 . 如果 为 偶数 , 那 
么 旋 必 须 为 2. 从 而 妃 十 风 一 2 (为 正 整数 ), 但 这 时 x", y" 均 除 以 4 余 1(x,， yy 必 同 为 奇数 ), 所 
以 谨 十 y= 二 2 这 显然 不 成 立 . 因此 nn 为 奇数 . 

如 果 闵 三 3, 那么 n= 5. 由 @, 工 = 二 "二 2" = 二 8, 从 而 T=2,y 二 1. 但 2 十 1 关 (2 十 1)， 
所 以 mx 关 3. 


设 n 的 质 因 数 分 解 式 中 记 的 次 数 为 a. 当 j 三 3 时 ,Cizpa 一 7 CP 中 ,p 的 次 数 宇 全 十 a 一 vo， 


(Cv) 表示 pp 在 ;7 的 分 解 式 中 的 次 数 ) 宇 6 十 a 十 7 一 1 一 vo 二 6 十 a (在 vo， le lg 一 
i 宇 1 十 veo. 而 在 vo = 二 0 或 1 时 ,显然 7 二 1 十 vo)). 当 7 = 二 2 时 ,本 有 Cip* = 二 np*… 


TT 十 中 户 的 次 数 即 a 十 6. 而 (z 十 y)” 中 户 的 


次 数 是 m6. 所 以 a 十 6 = 二 m6, 即 a= Gm 一 1)6. 但 mm 三 4 时 ,a 二 logzn 声 logz:(2m 一 1) 达 mm 一 
1 必 (m 一 1)6. 与 于 式 矛盾 . z 
现在 考虑 一 般 情况 , 设 4 为 +, y 的 最 大 公约 数 , x 二 dr, y 二 dy1， Zi， 互 质 .代入 原 方程 并 化 
简 得 dr (了 十 下 ) = (zi 十 y4)”. 与 前 面 完 全 相同 ,考虑 zx 十 YY 的 质 因数 可 得 n 为 奇数 ,m 二 4 
及 如 十 y? 中 的 次 数 为 a 十 6. 设 d 中 p 的 次 数 为 8, 则 有 (n 一 m)B 十 a 十 6 二 m6, 即 (n 一 m)B 十 
a 一 (mm 一 1)8 @. 对 x 十 的 每 一 个 质 因数 p, 均 有 一 个 形 如 @ 的 等 式 (不 同 的 pp, 对 应 的 a, PB， 
6 当然 不 一 定 相同 ) , 相 加 得 (n 一 m) 2》)B 十 a = (mm 一 1) >78. 又 由 四 ,dm 委 m 之 2", 所 


习题 提示 与 解答 


以 (n 一 mm) 278 雪 (mm 一 1D). 从 而 >ya 三 (mm 一 1D)(>)6 一 1). 
另 一 方面 ,在 mw 宇 4 时 , ja 二 logzn 志 m 一 1. 从 而 必 有 2》)6==1, 即 x 十 yy = 质数 p,d= 7， 
十 六 二 (十) 根据 上 面 所 证 必 有 zi 一 2, 三 1,72 一 3, m= 二 2. 
于 是 ,本 题 只 有 唯一 解 z 王 2,y 王 1,m 王 3,Mm 一 2. 

17. (> 十 1)(y 一 1) 一 2z ,从 而 > 为 奇数 ,z 为 偶数 ,y 士 1=2a4 ，, y 干 ] = 166 ， Z 一 2ab，a 为 奇数 . 
于 是 a! 土 1 = 86'. mod 4 可知 应 为 at 一 1 = 86:. 从 而 a 十 1 = 2c',a: 一 1] = dd!, ci 一 2d: 一 
1. 这 样 就 由 原来 的 一 组 解 (z，y) 产 生 一 组 新 的 解 (dg，c). 而 显然 d 二 z, 于 是 由 无 穷 递 降 可 知 方 
程 无 解 . 


习 题 15 


1. zx 一 0,，1,…，25 都 是 P(x) 的 根 , 所 以 P(x) = z(Cz 一 1)…(Z 一 25)QCz), 而 Q(x) = Q(z 一 1). 
若 Q(x) 的 次 数 n 二 0, 则 它 有 nn 个 复 根 zT1，…, zx 而 十 1，…, x, 十 1 也 是 它 的 nn 个 根 ,两 者 之 
和 不 等 ,矛盾 ! 所 以 P(x) = ar(z 一 1)…(z 一 25). 

2. 三 1 (mod (一 1)), 所 以 x 十 zx" 十 x 十 zx! 十 XT? 十 三 十 ZX 三 7x (mod (x 一 1)). 

3. 着 二 十 bx’ 十 cr 十 d= 二 (x 十 pp)(T 十 gzr 十 7), 户 , q, rE 2Z, 则 由 已 知 5 十 c,d = 二 pr 为 奇数 ,p 为 
奇数 .但 令 工 = 1, 五 十 bz? 十 cz 十 d 为 奇数 ,zr 十 p 却 为 偶数 , 蔬 盾 . 


4，f( 如 ) 除 以 x 一 6 的 余数 p65 十 1 二 9 十 m. 即 p 十 三 二 g 十 软 . 从 而 忆 ( 汪 一 至 )= 飞人 一 用 


=0, 即 了 了/ 十 一 地 )=0. 

5. P(a) 一 P(b) = 二 6 一 c,…，, 从 而 a, b,c 中 只 要 有 两 个 相等 , 则 a 二 b==c. 车 a, b,c 互 不 相等 , 则 (a 
一 四 | 4 一 上 ,从 而 | a 一 5 | 志 |1 6 一 < | 过 | c 一 a | 二 la 一 b|, |a-6b|=|6b 一 cc|=| cal|, 
4 一 2 一 上 <c， 

6， 只 需 证 必要 性 . 设 P(a) = az, Plaz) = as,**, Pl(aig%o) 一 als9l， 则 P(ail si ) 一 4. 与 上 题 类 似 ， 


C2 一 a, 


7. 由 好 十 骸 一 大 得 四 十 本 一 四 ,ha 十 hao 一 aa， Xa? 十 台 8 二 帮 a9, 其 中 入 二 名 (i = 1,2， 


ai 
3 从 而 Al 一 ha 一 As， 结论 成 立 . 以 上 假定 dl» C2，C3 均 非 零 , 有 零 的 情况 更 为 简单 (可 以 认为 包 
含 在 前 面 的 情况 中 ). 
2 


8. 区 十 yz 十 zf 二 一 去 ， 区 < 一 言 , 碍 十 六 十 开 es 


9. 设 w= 入, 则 邻 工 二 ww?，, wi, wt 得 出 含有 P(1), Q(1), R(1) 的 方程 , 解 得 P(1) = Q(1) = 
R(1) = 0. 于 是 令 z = 1 便 有 S(1) =.0. 

10. 如 果 nn 为 f(x) 的 整 根 ,那么 f(x) 的 因 式 zx 一 nn 在 x = 1, 2,…, 上 时 跑 遍 modk 的 完 系 ,因而 有 
7] 一 n 被 & 整除 ,更 有 |f(j). 


11. 各 根 均 负 , 设 为 一 ai , 则 [ww = 1. 由 A 一 G 不等式 , a 宇 Ct, f(2) 之 (2 十 1)" = 3". 
12. 设 a3 十 b= 二 kha?b, 上 上 为 正 整 数 , 则 也是 方程 Xx" 一 kr 十 1 二 0 的 正 有 理 根 . 而 这 方程 的 正 有 理 根 
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13. 


. 设 z 的 实 部 R(z) 三 4, 则 | z | 宇 4， R(1)>0,| £8 


只 有 1, 所 以 太一 la 一 刀 


设 F(z) = g(x)h(r),，g，h 为 整 系数 多 项 式 , 不 是 常数 , 首 项 系数 为 1, 则 xz 三 g(xz)h(z) 
(mod 2). 因此 可 设 g(x) 一世 十 2( 思 xz 十 …… 十 遍 )， AZ) 一 Ar 十 2(c 十 … 十 co)， 
1 志 r 二 n. 比较 常数 项 可 得 名 = co = 十 1. z。2(c- im 十 … 十 co) 十 rr。2(0 xz 十 … 
十 bh) 大 0 (mod 4). 比较 最 低 次 项 系数 可 知 > 王 nm 一 r, 即 ?一 2r, 从 而 (c- 十 xz 十 … 十 (An 
十 cz 三 0(mod2), 记 十 cl 三 0(mod2).g(Cz)ACz) 的 一 次 项 系数 为 4(bico 十 cbo) 二 4co( 十 
a) 三 0 (mod 8)，, 与 了 的 一 次 项 系数 为 4 矛盾 . 


习 珊 16 


. 已 知 | FG) | 过 1 车 flz) = [cz 一 ww)，w 全 为 实数 , 则 | Fr |= [ww1l= 


TI 4+)” 之 1, 等 号 仅 在 所 有 w 一 0 时 成 立 .而 由 mw 闫 0 得 a) 去 0. 


CH ES 
| | z |" 


二 0, 所 以 f(z) 的 根 的 实 部 小 于 4. 


al 
之 | oe 


> 


Ret 


9 
> SE 
| 


. 设 f(z) = 一 gz)hz)y ay a2,… ,ax 为 g(x) 的 根 , 则 由 上 题 , Ruw) 一 4. 从 而 g(4) 关 0, 在 g 为 


整 系数 多 项 式 时 , | g(4) | 三 1. 同时 | 10 一 w |>>14 一 o 上, 所 以 1 g(10) 1= [| 110 一 |s 
J 14 一 w | =| g(4) | 三 1. 同 理 , | h(10) |>1. 但 质数 /(10) 不 能 分 解 为 两 个 大 于 1 的 整数 
1g(10)|，|h(10) | 的 积 . 


， 记 正 n 边 形 的 顶点 为 es ,六 一 0, 1, …, nn 一 1. 若 上 种 颜色 的 顶点 分 别 组 成 正 51 ,ss ,…，, 5 边 形 ， 


5 十 氏 十 十 5 二 ;而 5 过 5 二 … 二, 则 正 s5, 边 形 的 顶点 为 ee (hh 二 0, 1,…, 5 一 1， 


k ~l , 
t= 三 ly Po > 上 ), 而 >》) De nt, )1 一 Sl1 《t 一 1 的 部 分 ,和 为 可 1 | 1 的 部 分 ,和 为 0). 而 这 


tm NO 


n—l ’ 
和 也 是 > "Ceww )5 一 0. 矛盾 . 


9 设 妈 = 二 (I —22)(z3 CO— 24), hi (zl 十 zy )(zs 一 zz2)， w= ZI(zz 一 zi) 十 za(z2 一 Z1) 十 2Z4 (Zi 一 23)， 


则 十 v= 一 w, uv 十 uv 一 0{ 因为 z = 二 )， 所 以 | wl? = (w+wW)(ut+o) =| wu | +| vw |. 
J 


.以 B 为 原点 . 设 A, C 的 复数 表示 分 别 为 a,c, 则 2M 为 a 十 c, 2P, 2Q 分 别 为 ae 卫 ,ce 飞 . 不 难 验 


_ 下 世 sr 
证 ae 3 一 a 一 c= 二 ee3(ce3—a— ce). 


.以 M 为 原点 .C, A，B 分别 为 1, ee 入, DD, 玉 分 别 为 A 十 ye" 了 ,4 十 pe" A 十 pz 二 1. 下 为 DD 十 


B. 注意 e" = 一 1, 不 难 验 证 E= ef .下 . 


. 在 第 15 讲 (12) 中 , 令 f(x) = 1, n= 2, a, oo 为 点 A， B,C 的 复数 表示 , 取 模 即 得 . 


. 令 5 一 时 | a 十 a 十 呈 十 ao | M,， 所 以 nM 宇 | nb* 十 … 十 ao | 之 
点 二 1 


习题 提示 与 解答 


| SS Cant “oaot ) ==n | a |. M >| a; |. 
k=1 
10. 在 第 15 讲 的 拉 格 朗 日 恒等式 中 , 取 f(z) 为 1, 然后 再 取 模 . 


习题 17 


1 4 一 二 去 = (一 至) +(: 一 十) >0. 

2. 两 边 平方 并 注意 (ae 十 已 (十 c)(c 十 a) 二 ab(a 十 奶 十 bc(6 十 0) 十 calc -ha) 十 2abc，, 原 不 等 式 等 价 于 
bVaclat+b) (b+e) teVablate (B+) HaVbeatb) (ate >abc. 由 于 Vata FooF 
> Vac，a*c 二 a 等 ， par 

3. 原 不 等 式 等 价 于 


zi—1 


es 人 人 <0. 易 知 O 十 党 J IT 径 
a 


十 … 十 


一 1 i 
(十)(1 十 zx) te i 


< 


4. f= 2 到 一 到 十 下 (mn 十 站 是 整数 ,由 (iD ,mn 奇偶 性 相同 , 且 2 一 玫 十 地 是 偶数 ,所 以 / 


n 
也 是 偶数 . Giii) 即 ni 十 2mn 过 2an 一 m(2a 一 m) 二 2an，, 所 以 n 十 2m 一 24a. 于 是 f 为 正 数 ,f 宇 2. 
取 m= 二 2, n= 2 000, 则 (G2),， (Gi)，(iii) 均 成 立 ,f == 2, 所 以 min f = 2. 由 (iii)2mn 和 (n—m)(2a 


一 n 一 ,所 以 n 汪 mm. 设 m= 二 n 一 24. (i) 即 2(a 二 DD) 宇 w. f= 多 一 20(22 一 24 二 2D -2 


n 
.一 1 时 ,= 2e 十 6 一 2(m 十 22 士 也) nl2at+l) =4xX7X11xX13, 
且 于 委 2(e 十 1),m 委 64. 所 以 z 生 52,， 太 过 2a 十 6 一 2(52 十 77) = 3750. 1 之 2 时 ,之 24 一 2n 
— nt 一 2 十 12 一 2(z 十 糙 a 士 2 )< za 十 12 一 4 VCG 二 末 二 3750, 在 mm 一 50,n 
一 52 时 ,(D，(ibD，(ii) 均 成 立 ,f 二 3750, 所 以 max f = 3 750. 
5. 设 A 宇 B 宇 C. (a)cosA 十 cos 中 十 cosC 近 cos60" 十 cos(A 十 C 一 60?) +cos B< cos 60°++2c0s 60° 


一 0. 


2 2t(2a — 3n 二 21) 
na— ne 


n 


i 

A 

:As Bi CC .60 AC=60,.. 如 :60 3 ‘nc 
(b) sin 3 sin-7 sinZ < sin ?sin 人 Wh ( > ) ne 


6. sinA+sinB+sinC>> sin90°+ sin(A+C—90°)+sinB= 1++cos BsinB™> 2. 
3 sinA 十 sinC 一 cosA 一 cosC 
4 C AC A+C 

( 一 ) 


一 2cos 一 一 一 | sin 一 一 一 


eon A C10 (sn 44 aa 
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11. 


12. 


13. 


1. 
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一 sin 60" 十 sin(A 十 C 一 60") 一 cos 60 一 cos(A 十 C 一 60 )， 
sin B+ sin(120° — B)— cos B— cos(120°— B) 

= 2(sin 60" 一 cos 60°)cos(B— 60°) < 2(sin 60° — cos 60°). 
在 人 ABC 为 锐角 三 角形 时 ， 

sinA 十 sinC 一 cosA 一 cosC 

三 sin90" 十 sin(A 十 C 一 90”) 一 cos 90 一 cos(A 十 C 一 90 )， 
sinB 二 sin(A 十 C 一 90") 一 cos B 一 cos(A 十 C 一 90")=0. 


人 产 中 不 妨 设 译 -最 大 . 若 总 三 三 , 令 a 一 工 一 也 ,5 一 之 一 这, 原 不 等 式 等 价 于 (1 
ki ” Ra 二 kl k2" k: k; 

es i — 2ksks)b + (1— 2k, — 2kik)(at+b)’ = 2(kia— kb)’ 2ab(1— 

2k, ) 和 0. 着 产 达 应 ' 人 人 令 a 一 下 一 让 ,0 一 让 一 下， 原 不 等 式 等 从 于 (1 一 2 一 2kikz)(a 十 b)? 


十 (1 一 2 一 2k2ka)a? 十 (1 一 2ks 一 28ks)22 三 0. 或 将 ,ks,， 上 ks 作为 三 角形 的 三 条 边 , 则 原 不 等 
式 即 例 8. 


.可 设 0= 二 弃 过 zz 过 z 志 zx 三 1, 并且 非 负数 w= zx, v= Zz 一 Tz, w= 二 式 一 Zw 均 之 1 一 x = 二 


1: 二 1 一 wu 一 v 一 w， 要 求 出 go 二 区 十 矿 十 好 十 (wu 十 十 (Vv 十 w)? 十 (wu 十 vv 十)? 的 最 大 值 .c 是 
u 的 二 次 函数 ,系数 均 三 0, 所 以 c 随 xx 递增 ,在 w= 二 t= i 一 5 一 时 最 大 ， 即 o 达 oa = 


(ee) ty+twt+ (Ht) towtw+(Htt*). 同样 a ee 


,并 


时 最 大 ,这 时 v = = 上 = 二 3 woo 一 62 十 (1 一 30)2 十 (1 一 20)2 十 (1 一 六:， 显然 :过 十 


且 1 一 := 二 w 十 v 十 ww 过 3t, 所 以 上 之 


5 
十 . 在 := 二 时 取得 最 大 值 半 . 所 以 eo 之 六 ,在 w 一 wv 一 


由 = := 二 时 取得 . 即 a 的 最 小 值 为 立 . 


2( op —3abe)= (abtbct+a)((a— eo) B+ Lb—a)c +(c—b)a)(a+b+o((a 
—c)? 二 (ba)’ 二 (ca)’)= 2(a 二 二 +c 3abc). 

sin 27r 十 sin2y 十 sin2z 一 2sinzcosy 一 2sin ycosz 近 Sin( 工 十 y)。cos( 工 一 y) 十 Sin(y 十 zx)cos(y 一 
z) 十 sin(z 十 TX)cos(z 一 XT) 一 2sin XX， COs ycos(Z 一 y) 一 2sin ycos zcos(y 一 Zz) 一 Sin(y 一 工 )cOS( 工 


-ey a 去 (sin A ES i 


一 Xx) 过 sin(z 一 x) 十 cos(z 一 x) 去 V2. 
不 妨 设 zx 三 y 二 xz. 原 式 左 边 宇 zx(zx 一 (zx 一 2z) 十 y(y 一 XT)(y 一 2z) 宇 y(X 一 yy)(X 一 2z) 一 y(I 一 
y)(y 一 z) = y(z—y)’ 之 10， 


在 上 题 中 令 zx = et, i hgh Pew bte—e 即 可 


习 珊 18 


(z 十 y)(z 十 z) 二 (十 Xzy 十 Tz) 十 yz 宇 2V (十 zy 十 Iz)yz 一 2. 最 小 值 为 2. 


习题 提示 与 解答 


(十 c) + (d+a) 

2. 不 妨 设 a 十 b 十 c 十 d = 1. EE = 地， 所 以 二 十 T= 
ttt > aa 1 十 二 4 宇 4( 攻 十 中 十 ab 十 cd). 相 加 即 得 
结果 . 这 不 等 式 属于 Shapiro. 

3. 上 题 d = 0 的 特例 .或 由 上 十 4 Wa 

4. a 一 > DOT a 
= ni. 

上 
5. 二 (S+7 = 二 D > (TT 和 1)" = td.n-s,= 5 


天 
二 四 
> nD (I 和 2)™ = om 一 Dr 十. 


6. 即 17 讲 例 1. 或 设 <, 6, c, A, B,C 中 a 为 最 大 , 则 左边 二 a(B 十 四 十 ah 二 咏 十 kA = 有, 或 考 
虑 以 a 十 4 为 边 的 正三 角形 ,利用 面积 来 证 . 
7. 化 为 等 价 的 不 等 式 a 十 四 三 a20 十 好 oa. 对 数列 a? ,所 及 a,& 用 排序 不 等 式 即 得 . 


8. 设 5s = 和 te ==s—arvw = sb v= 5 则 VA VAs = Yatiww + 
V Stru th QV (VaItlit Vat (Vu 二 Viww 过 VY V (si 十 $2)(t1 十 t2) V (ui) (Uw 十 人 饮 ) 
一 -人 


9 不妨 设 “十 4 十 c 一 1， 否则 用 二 代替 a，…. 327 5 和 -二 人 o 十 和 十 o) 了 (排序 不 


等 式 ), 22 zi 一 D5 Dt0O>3,1 De > (4 和 5)"” = (车 )( 寡 平均 不 等 
式 ). 由 以 上 诸 式 不 难得 出 结论 . 
10. 2XiTH 一 1 XH 之 二 对 fi 求 和 即 得 结论 . 


2 
11. rs 三 12. 由 第 6 讲 例 10, 上 式 等 价 于 
(zz 十 wig | 4 (mo’ +m.? CO— 7m,’) 5a2 —F— 
Dt > 人 tt - aa Mt Re 


(6 十 0 一 9abc 宇 0. 由 习题 17 第 12 题 y\as 一 了 az(6 十 c) 十 3abc 三 0, 再 加 上 和 >》 a 
一 12abc 三 0 即 得 . 


12. 只 需 证 明 了 一 = > 232， 即 2x2(1— zx? )* 之 六 ,由 算术 - 几何 平均 不 等 式 2x? 。(1 一 了 好)2: 过 
2x 寺 1 一 元 py _ 8 
3 四 


13， 如 果 a 一 1 十 二 ， 6 一 1 十 一 ， c 一 1 十 过 中 有 负数 ,不 妨 设 a 一 1 十 二 一 0, 则 有 a 二 1,65>> 1， 


从 而 另 两 个 式 子 都 是 正 的 ,三 个 式 子 的 积 为 负 , 显 然 小 于 1. 如 果 三 个 式 子 都 是 非 负 的 , 设 它们 的 
积 为 A, 则 
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A =a(1- 二 +c).o(1 一 二 +a) ec(1 一 过 +b) 
= (1 一 士 ++c)(1 一 证 +a) (1 一 二 +6) 


= ( 土 -5+1)( 过 一 c+1)( 广 一 a+1l)， 


生 = (1- 寺 +e)(1- 二 +a)(1 一 一 十 四 


( 工 一 5+1)( 过 一 c+1)( 言 一 e+1) 
EL .1 ht 


~、 


或 者 将 不 等 式 展开 化 为 >)a 十 了) 十 过 3 十 也 十 闫 十 各. 可 设 a, b,c 中 仅 有 a 之 1 ( 否则 用 


St 也 一 十 二 十 (1 一 人 
二 “代替 cy, by a). 1 6 十 之 一 二 (1 一 六 Ce 一 D > 0, 2 一 c 一 二 十 辣 十 3 


-十 = 一 (一 O( 记 一 1)+ 志 人 ab 一 0 > (1 一 (十 一 1) (a 一 1) > 0. 相 加 即 得 . 


_af+ai—a§ 
14. al 十 az 一 2 pe pp 


a as 十 (2 一 一 Q2 )as 十 2alasy — 2al — 2a2 
ul 十 az “了 人 


= (ai 一 2)(as 十 4 一 al 一 az) 十 2(al 一 2)Caz — 2) 


al 十 az 0 


三 0. 将 = 个 这 样 的 式 子 相 加 即 得 . 


习 题 19 


1. (a) cd +ab > min(b, d) ， (ae) = min(b, d) > bd. 
(b) c 十 ae 十 ac > max(a, c) ， (ae) = max(a, c)， (b+d)>> bctad. 
(c) 原 式 等 价 于 mn(c 十 十 ac 一 bc 一 ad) 十 m:(cd 十 ab 一 bd) 二 0, 利用 (i)，( 让 ) 即 得 . 


2. 仿 例 12, a 二 2f(1) 十 2f(0) 一 4f( 去 ) ,5 二 4f( 专 ) 一 f(D 一 3f(0), c= f(0). 因此 1al<8， 


15| 志 8, | cl 过 1, | a| 十 181 十 | c | 过 17; 二 次 式 8z 一 8r 十 1 使 | al| 十 |6 | 十 | c | 达到 最 大 
值 17. 


3. (a) 0 过 cc 过 1, 165| 志 2Vac. 车 a 三 1, 则 a 十 |6b1| 二 | c | 过 4. 车 a 放 1, 则 1 这 a 十 6 十 c 宇 a 十 


c—2Vac = WE 一 人 2 > Wa—D),2>Va,atlbl+lc|=a—bt+cSat+ct+2ac = (Va 
Yo)? 之 9.4z2 一 4z 十 1 使 最 大 值 实现 . 

Oe ee eT ee i se be 
十 | c | 声 一 a 一 6 一 c 十 24a 十 2 | c| 志 1 十 4 十 2 = 7.2z? 一 4z 十 1 使 最 大 值 实现 . 

(c) a 十 18 | 十 | cl=a 十 8 十 | ec | 和 a+b 十 c 二 21c| 志 1 二 2 二 3. 十 x 一 1 使 最 大 值 实现 . 
(d) 8z 一 8x 十 1 使 最 大 值 实现 ,参见 第 2 题 . 


习题 提示 与 解答 


(e) 和 人 1, 所 以 <4a(1l+O.1>at+6b+c>a—2Valct+D+c= za 一 VE 二 1D): 一 


1, 从 而 V2 之 Va 一 Vc 于 1.a 十 15 上 +|c1= aa 一 5 一 c 过 ca 十 2VaCCTTT 一 c= Wat VT 
1 一 2c 委 人 2 十 2Vc 十 1)2: 一 1 一 2 一 5 十 2c 十 4VZCc 二 1 过 5 卡 4VZ (Ff 一 2(1 十 V2)z 
使 最 大 值 实现 . 


4. 设 1 4 一 h | 二 (4), 则 a 到 其 他 数 的 距离 分 别 之 去, 闫 , 也 ,… 及 竺 ,二 ,全 ，…. 结 论 由 此 立即 
得 出 . 

5. 由 习题 17 第 11 题 Shur 不等式, 2) 一 2 (yz) 十 3zyz 宇 0, 即 (Dx)’ 一 45lx. yy 
十 9zyz 宇 0, 从 而 2)yx 一 2zyz 世 地 + 计 zyz 芝士 十 土 ( 和 二) 一 广 . 田 一 方面 ,x; 3 xz 圾 
1 所 以 Dry -2ryz> Dry—yz—ry>0. 

6. 考虑 圆 C，C;, Ci 的 圆心 所 成 三 角形 00;Oi. 设 “OOD = 2a,, 内 切 圆 半 径 为 7, 则 tana, 二 


= rn - 由 tanz 在 (0, 毒 ) 下 凸 得 闪 = tan = tan 2 < 3 A Stana. 结 结 


R RVRTrTFr 6 

合式 及 2 Re <R+n 二 rlA-G 不 等 式 ), 得 6R 过 直下 (Rr 二 m4), 即 RR 之 
ri Tm Til 

ls 区 < 一 人 v 玉 十 三 十 ml ， 1 

6 人 同样 ,V3 = cot 工 6 车 对 A sya i 宾 ( 汪 二 0 二 


| 1 1 1 1 
< 对 ( 二 + 二 + 去) = pm 
zt 二 2 a 十 3 
7 D5) = 本 re 1 一 Du ztHl) 一 0, 所 以 2 x i i ”次 2 Te - 


了 Dtrn) 一 二 


8. Q2 ,mmB, > (2 2 PE +2 7 Xj 一 i 所 以 Q> 1. 由 于 Q(x, xr，…, xz,) 十 
Q(xn, Xl, “Zl nn Q(t ,1 ) 在 i>oo 时 趋 于 1, 所 以 1,n 一 1 均 
为 最 佳 . 

9. 当 n 宇 4 时 ， ( Da) 一 (al da > 4 )aain 一 4,， 所 以 Da; 之 2, 在 a, = 二 an 
1, 其 余 为 0 时 取得 最 小 值 2. n 一 2 的 情况 也 是 如 此 . n 二 3 时 ， Da 之 V3 /aa 一 V3. 在 


a=a=a= PE 时 取得 最 小 值 /3. 


10. 5———— 


3 tg ， 刚 原 We 


去 了 (6 十 Ox? 推出. 而 这 一 不 等 式 即 ya(y 一 2)? 滨 0 


4 (y+) — (y— 2)’ 1 
MA i i ge 
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12. 


13. 
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Rp {ym 3 天 
De x(y+ 2)’ “下 xz 2 r(y+ 2z)’ Eh > ( (Vz = /之 ) 一 0 


cs 9 (te ) 一 9 十 Q 


Zz(? 十 z) 
] 1 
其 中 全 2 人 一 2 [= et) 
Ea 于 SR EE 2 
由 于 zx 二 全 ,所 以 > Cr i pe a 三 0,y(z 十 z)2 宇 xz(rI 十 yy 


十 zx)， tahoe 三 0. 因此 


和 一 
Q>(7—») (= ct ny ZF )* 而 后 I rz(I+ y)’ 


(zy —zr+ (z+) 一 工 _ 2 十 2xy 十 2xz 十 十 之 一 2x(X 十 y 十 zz) >0. 


ry(z+ 2)’ oC 

eer 十 汪 十 eo ) = wo < A"' (马克 劳 林 不 等 式 )， 

所 以 名 < (各 ) < (和合 ) + 号 2(( 台 ) 1) 一- A 

ate - 宕 (s 二 二) ( 乔 
Ga 


三 汪 !: (算术 -几何 平均 不 等 


n i 


n 十 1 
式 ), 求 和 即 得 S 之 2 . 


平均 不 等 式 ) > = 二 1 了 还， 即 S 关 忆 过-, 又 


习 题 20 


, 当 n 二 1 时 , 取 S 二 a. 设 适当 选择 正 负 号 可 使 S' = 士 az 士 as 士 … 士 o 满足 0 生 S 之 az. 若 a 
<S， 取 S=S 一 ai. 若 S 过 a, 取 S=a 一 S.. 


。 易 证 a, 这 7 刀 . 
Uk 1 六 l Ne 
。 友 二 1 显然 ， 让 Se pp < 其 中 ai ao 十 ai. 由 二 
a n—] 
= 十 4) 一 4 > 4 上 > -一 si， 结合 上 式 便 得 . 
al ao" Qi ao”" al (ao 十 al) 
,六 一 = Di 一 Ci 十 全 一 也 一 入 ,应 一 20, = Da-2C ti —h). 


. 设 一 D(a 十 十 qo) 三 mas 十 … 十 am). 要 证 命题 对 ?成 立 只 需 证 al 十 … 十 azr-l 十 nazwrz 


之 a? 十 … 十 a22 十 (nt 十 1)az, , 即 Nn(azntl Aw -之 《az2 一 ) 十 … 十 (a2n 一 和 2 一 1 由 于 QH- ~ Ai+l 
之 Un — Ars 所 以 Util a; 递增 ， 上 面 的 不 等 式 成 立 . 


.用 归纳 法 证 明 了 十 一 十 arn 一 2a1， 从 而 不 等 式 成 立 
=] 
,i 十 2 一 Qi 一 1 = 一 (1 一 a1)(1 一 qz) 二 0. 从 n 进 到 nn 十 1 的 证 明 与 n= 2 的 证 明 相同 . 


10. 


11. 


12. 


习题 提示 与 解答 


不 妨 设 a 坟 半 惟一 1,， 2，…, 十 1). 利用 对 的 归纳 假设 及 Tas < T[ Ga 一) 得 a Ta 


ta IA) >z1a+1 -eo) > 去 "于? = 去 : 


(a)n 二 2 时 ， 不 等 式 等 价 于 (ai 一 az)2(1 一 a 一 qz) 三 0. 设 命题 对 2" 成 立 , 则 对 于 n = 2”m! 有 
和 i i ni 2 Sl < mn/2 12 
CA 点 二 ] | Qo 1 zk | 
rine es 网 
tl—a) 2 (1 一 Si ) ] — 21 十 ax (1 
2 


k= 1 


/2 


a Ca 172 、2/n 对 CQ l/in 
> ( 划 ( 如 = 二 各 zx)) ) = (了 TS ) 采用 向 前 的 归纳 法 , 即 假定 命题 对 成 
nw] 
十 … 十 人 
立 ,证 明 命题 对 ”一 1 成 立 . 这 只 需 令 o = 全 二 下 二 em, 代入 归纳 假设 得 二 二 > 
>)(1 一 al) 
& 王 1 
lin 
Ll Lin Uk 
se P| , 再 化 简 即 可 
So D01—a) 
(b) 在 (a) 中 将 a 换 为 1 一 a 即 可 . 
1 Ea ， ee RN Gi 
i a en rh i 人 | 9 
mn, 并 将 所 得 不 等 式 相 加 得 十 一 二 一 mxX 寺 = 1. 所 以 十 ill. 于 是 一 
.下 ke as 
二 和 
12 十] Ne 
> 2>! 


n= 二 3 时 ， 左边 一 右边 = (x3— 1)(x ~—Xx1) >0, 由 此 可 猜想 对 一 般 的 1 左边 与 右边 之 差 , 这 个 
二 次 式 应 当 是 若干 个 形 如 (zs 一 z2) (zz 一 x) 的 和 . 事实 上 , 了 》) 了 (ni 一 zx)(r 一 xz) = 


kh i 


2 (C Cixizi — i 2 a 2 十 7 jy ) C=:2C4 Driz -22 (h— 1)xs 2 一 站 zt, 恰 ， 
二 


1 一) 


好 是 原 不 等 式 左边 减 右边 所 得 差 的 2 入 和 bp Dz —zi) (7 — 一 Zz) 的 项 (zt 一 zi) (zh 一 zj) 记 
Rh jc) 

为 (h,， 上 &,j，, 站 ,其 中 负 项 的 下 标 满足 hh 二 jj 二 i 二 或 j 二 hh 二 上 之 i, 它 与 (hs i, j, 上, 即 (x 一 

ze 一石 ) 相抵 消 , 和 中 正 项 (zi 一 xi) (zi 一 zz) (过 R 过 让 显然 不 与 任何 负 项 抵消 . 因此 和 


> > Cm 一 zi)(z 一 Zz) > 0, 即 原 不 等 式 成 立 . 


Reh i 


本 题 也 可 用 归纳 法 证 明 . 
本 题 只 需 证 明 对 n, ,存在 实数 4 二 1, 并 且 4 充分 接近 1, 使 去 "十 六 二 (十 (1 一 1))" (再 取 
bE (1999, 2000), a =48). 而 (十 (1 一 2))" = (0 一 1)+1)" 1 十 nt(A 一 1)， 去 加 一 十 
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去 Q 一 DQm! 十 "十 … 十 1)， 只 和 需 证 明 存在 充分 接近 1 且 大 于 1 的 4, 使 2 > :十 im 
和 和 (OD QD 全 +tGrDe 0 DOr tt1 
二 2 十 A 十 … 十 1 十 … 十 1), 最 后 的 括号 过 2" 十 2 十 … 十 2 之 2". 因此 当 1< < 如 元] 


十 1 时 即 满足 要 求 . 


习 十 21 


ey Ol Ile PO Ro SE 


+z 


: TE 一 一 二 (1 十 了 ln(1 十) 十 二 (1 十 忆 拉 一 去 (1 十 zz 一 他 十 二 ja 人 I 十 zx 


由 第 1 题 , 过 一 (1 十 z)ln(1 十 z) 在 zx=0 时 最 大 , 即 z 一 (1 十 z)ln(1 十 z) 过 0, 所 以 (1 十 zx+ 在 
(0,， 十 co) 上 递减 . (1 十 一 ) 在 (0, 十 oo) 上 递增 . 


Ei 1 | 
. 由 贝 努 里 不 等 式 , 1 一 二 7 < (1 一 = Cl 利用 上 题 , (1 一 二 ]) 一 
1 4 \" 
一 <<( 二). 
(1+ 过 ) Cs) 
己 所 mi 一 ]) 二 
. (10) 即 (1 一 二 和 7)( 当 )”(m 一 (所 ) ”) 二 m 一 1 由 上 题 ,只 需 证 (和子 )"(m 一 
mnr-]) 也 m 
(各 ) ”) <mw 一 即 1 一 "之 m(1 一 四 ,其 中 t= (所 )". 由 于 0<i<1, 二 全 =1+i+ 
十 十 1 之 mm. 
24a _26 
. 可 设 a 十 6b = 2 (否则 用 - 尘 5， = 守 5 代 痊 a,， 65) , 原 不 等 式 化 为 
加 十 arm0 十 ar2? 玉 十 … 十 ap 一 十 如 之 m 十 1. (1) 
在 a =65 二 1 时 ,(1) 显 然 成 立 . 设 a 二 1 > 5b. (1) 等 价 于 
ar b> (n+ D(a—b) (2) 


记 (2) 的 左边 为 f(a) ,右边 为 g(a) (6 = 二 2 一 a). 对 a 求 性 (5 二 2 一 a), 由 例 .5 
(十 1)(a" 十 灵 ) 宇 (n 十 1)，。2. 
所 以 
f'(a) > g(a). 
而 
f(1) = g(1). 


习题 提示 与 解答 


所 以 Fa) 三 g(a), 即 原 不 等 式 成 立 . 
6. 由 对 称 性 ,不 妨 设 a 三 6 三 c. 当然 a 三 1, 从 而 


b+e<2, be (He) <1. (3) 
固定 a, 考 虑 5 的 函数 
f(b) 一 方 十 垃 一 攻 一 ,其 中 c 二 3 一 a 一 
rp = 一 呈 十 二 二 2 一 20 一人 (0 +6) > 0 
所 以 f(b) 递 增 , 于 是 
二 十 序 十 证 一 他 十 多 十) 之 十 十 吉 十 吉 一 (2 十 0 十 0) = 十 十 各 一 (a? 十 26?) 一 
g(a), 其 中 a 十 2c 一 3, g(a) = 一 和 十 千 一 24 十 4e. gf (ao >0 扣 + 点 二 2{(c+ 语 ) = 


elfa+ 方 )<2<ca<1l<=co<1<=ca< (和 ste) 二 1 


因此 , g(a) 道 增 . g(a) 之 g(1) = 0. 六 十 六 十 二 一 ( 必 平 中 十 cy 兰 0. 


7. 在 a = 二 b= 子 ， c 三 0 时 , 欲 证 不 等 式 的 等 号 成 立 . 固定 5, 则 c= 二 3 一 5 一 a. 考虑 函数 f(a) = ab? 


二 bc 十 os (a) = 二 天 一 2bc 一 ?十 2ac 二 (6 一 a)(a 十 6 一 2c) 过 0. 所 以 f(a) 递减 .可 以 使 a 减 
小 至 5 或 c 增加 至 b(a 十 c 保 持 不 变 ) ,而 f(a) 一 直 增 加 到 态 十 bce? 十 cb? 或 ab? 十 所 十 ba?. 考 虚 函 
数 g(b) = 二 BB 二 bc? 二 cb?, c=3—2b. g (6b) = 3 +e—dbet2b 2 = (6—c)! > 所 以 gb) 


递增 ,g(b) 之 pg( 记 )= 安 . 因此 所 证 不 等 式 成 立 . 


8. 设 f(x) = ,站 二 十 < 去 . f'(z) = < 


2Vz(Cd4z 十 1)2 


1 
ny hs i (4z 十 1 十 8V 
Ee ld 47) (二 所 z) 24z(2z 一 1) 一 1 
2z(4z 十 1)3 4zwVZ(4r 十 1)3 


4 
4z 十 1 


二 
是 凹 肾 数 . 


二 0. 所 以 f(x) 


即 最 大 值 为 3V6 


对 于 四 函数 总 二 了 (zz) 单 调 递 减 , 令 1 二 0, FO) = fan 一 DD 十 f(z 十 DD 一 f(z) 一 f(z), x— 
tx 十 刀 则 FF (2)= 二 了 (zwz 十 人 一 了 (一?) 二 0. 所 以 FQ) 递减 .F() 二 F(0) = 0, 即 
AT) 十 fz2) 宇 f(z 一 引 十 f(zz 十 站. 对 本 题 的 (x), f(z) 十 Fy) 十 f(z) 宇 f(0) 十 f(z 十 十 
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11. 


12. 


0， 计 过 不 是 凸 函数 ,不 能 直接 用 琴 生 不 等 式 . 本 题 可 建立 一 个 不 等 式 一 1 


全数 学 竞赛 研究 教程 


f(2) 三 2F(0) 十 Fz 二 y 十 四 一 27(0) 十 太 (去 ) a 了 /本 . 即 所 求 最 小 值 为 /二 .或 类 似 下 题 ,z 过 


地 时 g(x) 递 碱 ,可 在 x 三 二 时 ,将 z 调 至 地 ,而 在 z 之 二 时 ,f(z) 递 闫 ,f(z) >f( 去 )= EE / 广 . 


“现在 /z) 不 是 四 函数 . 不 妨 设 = 最小. 如 果 z 过 二 ,固定 y, 令 g(x) = 二 十 一 在 


二 1] 一 


Ra ER 二 0. 所 以 g(z) 递减 ,可 将 z+ 调 小 ,z 调 大 ,直至 z = 


Vr(4r+1)? rv 
志 " 于 是 ,可 设 z 之 y 之 二, < 之 十 .这 时 zx 之 士 .而 f(z) 在 [0, 二 ] 上 是 四 函数 ,所 以 仍 在 zx 一 


一 3 一 2 区 5 (2) = 


1 
_ 下 3 3 站 
> 一 z 时 ， Td 9 十 了 十 恕 二 了 取得 最 大 值 ,最 大 值 为 一 一 一 .在 r= 二 1, y==z 


4 村 十 1 


= 0 时 ,取得 最 小 值 志 (在 + 宇 二 时 ,f(z) 之 0, f(z) 递 威 ,f(z) 之 f(D 一 寺 ). 


二 二 三 az 十 p, 即 (az 十 


bp(1 十 三) 人 1(00 委 z 迄 1), 而 且 左 边 的 函数 在 二 一 言 时， 正好 为 1, 取 最 小 值 . 因此 ,左边 函数 


的 导数 在 < 二 计时 为 0, 即 a。 蔚 +2. 寺 (a* 直 十 5) 二 0, 又 (a 十 二 6). 10 一 1. 解 得 a 一 


TU a 轴 一 27 
50'b= 6 2 TFS Di(ar 十 人 一 oa 十 3 一 


不 妨 设 a, b,c 中 最大. 先 证 不 等 式 左边 是 的 增 函数 , 即 导数 > 全 4 > 0. 由 于 x>> 0 时 ， 


人 ne > ee 于 ;和 j 宇 -和 多 对 十 azc 人 ac2 十 pc2 一 cc 


er i ,7 让- 命 ad 十 azc 人 ab2 十 太 , 而 azc 
3 且 azlna c? 
i J 5 之 8c 因此 ,6 过 1 时 , 2) 各 etre 0. 5 过 1 时 ,7 a 
a lna 万 a 3 kk 
atb > 5 对 ho=o 于 是 ,只 5 二 十 2 之 本 ,这 可 由 左边 十 村 (ea 十 幼 


In 之 4 十 2 十 cc 推出. 


令 记 一 每 ,q 二 乒 , 7 一气 , 则 p,q, + 为 正 实数 ,上 且 pgr 二 .问题 即 求 证 -三 + 证 二 
1 5 : 、 罗 ， 

十 0 去 一 丁 ,三 |, 2. 不 2 之 ， 9 
Er 在 到 ) 委 了 时 用 于 :在 <4 时 ,< 不 妨 设 p 之 q 之 r, 着 gq 二 二 


] ] 1 / 
， (9) 一 RE 三 一. (g) 二 0 对 
i 


ee 2 4 
一 0 全 i = (qi) >0(z<2) 20H) a) jz 


SK Wee 
(1 十 1M9)32 gp 


习题 提示 与 解答 


=). 最 后 的 不 等 式 即 2 > Xx. 于 是 可 使 q 减 少 ,r 增 加 ,而 f(g) 增加 ,直至 g = 二 x. 同样， 


vl+ag v1l++Aap 


3 RD i 下 om . Ee 
a 二 g (十 Mg) (1 十 ¥) F 


ep poi 一 
(lm tO (1 十 六 十 (gq 十 3 
FF 一 和 轨 十 (4 一 1) = (g 一 1)(g 十 1 一 和 ). 
I h'(g) 仅 有 一 个 零点 g = 1. 在 g 由 0 增 至 1 时 ,h(g) >> 0, h(gq) 由 2 递增 至 
1 增 至 十 co 时 ,h'(g) 二 0, h(g) 至 1. 
7 .在 9 由 1 增 时 ,h (gq 9 由 一 让 递减 
在 1 二 4 二 2 时 ,h'(q) 有 两 个 零点 4 一 1 及 1, 4 一 1 二 1. 在 g 由 0 增 至 4 一 1 时 ,h (gq) 二 0, hh(g) 
5 2 1 A 十 1 
2 + h(g) 小 值 . 和 一 
由 2 递减 A 7 这 是 h(g) 的 极 小 值 . 在 g 由 
和 


/ A 十 1 3 、 f 
] 1 时,h (gq) Ro Hr ey 万 (9) 1 
增 至 1 时 ,h (g) 二 0, h(gq) 由 一 增 至 天 二 这 是 A(9) 的 极 大 值 . 在 g 由 1 增 至 


1 
用 二 递减 至 
ee h'(g) 有 两 个 零点 1 及 4 一 1, 1 一 1 一 1. nd h(q) 由 2 递 


AA 十] ， 
一 1] 时,h/ y ER 
减 至 在 9 由 1 增 至 4 时 ,h' (gq) 二 0 TREE 这 是 h(gq) 


的 极 大 值 ( 但 不 是 最 大 值 ， a 二 2). 9 由 1 一 1 趋向 于 十 co 时 , 必 (9) 二 0, h(gq) 由 


(+< 
ny 固定 r, pg(9) = 一 二 一 十 一 志 二 一 (# 一 记 ) 递 增 , 可 使 9 一 p. 因此 只 需 考虑 hq) 
有 


十 co 时 ,h' (gq) 二 0, h(g) 由 


一 和 2 二 1 递减 至 1. 在 4 二 2 时 ,及 (g) 仅 有 一 个 零点 1, 所 以 h(gq) 递减 . 


i 
综合 以 上 所 述 ,在 0 二 4 三 广 时 ,h(q) 的 最 大 值 为 (> 2). 在 号 过 4 时 ,h(q) 之 2, 即 所 
欲 证 的 结论 成 立 . 


习 题 22 


Gye ra 
1. 由 例 9， a 《 4) ， 所 以 a， a 


2 (arl 一 2hkas 一 上 一 an) ?二 很 (天 十 1)a,(a, 十 1), 化 简 得 a24i 十 a 十 一 2(2k 十 1)a,antl 一 2hka, 
一 2ka, 二 0. 左边 关于 ar, as 对称 . 因此 ,将 ar ,ar 换 为 a,， a 1， 上 式 仍 然 成 立 . 从 而 as ,ar 
是 方程 ww 一 (2(2k 十 1)as 十 2k)u 十 a 十 居 一 2kha, 二 0 的 两 个 根 . 由 韦 达 定 理 ( 易 知 {a, } 严 格 递增 ) 
arl 十 arl 二 2 十 2(2k 十 1)a,， 从 而 结论 成 立 . 

3. zx» 是 正 整数 ,并 且 满 足 zr = 6z 一 zi. zo 二 1， x 二 3 均 为 奇数 ,所 以 zx, 是 奇数 .将 {x,) 各 项 
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10. 


11. 
12. 


13. 


14. 


mod 5 和 3535 2 3 1 到 … 是 周期 为 6 的 数列 ,所 以 zwi 三 六 三 3(Cmod5). 从 而 zol 的 
个 位 数字 为 3. 


. 用 归纳 法 易 知 a, == tan pr 


. 令 包 = 下, 则 名 br 二 如 1 十 2. 由 例 8 得 a 一 26 


(V2) 


2 呈 .WN3— D2+V3)™! 十 3 十 1)(2 一 V3) 一 : 
万 


: 除 上 题 做 法 外 ,还 可 以 直接 导出 ov(av* 十 3a) = ar (as 十 3a ,一 切 仿照 例 8 或 稍 作 变 更 : 在 


上 式 两 边 同 减 如 ,al 得 a, (a 一 如 n+l 十 3a) = ari(arl — ha, + 3aw1). 由 此 即 知 取 上 = 
ea i 则 恒 有 arH 十 3a-l = khan = 2,3,*"). 于 是 Qn 一 an = 3(4, 一 Qrl). 不 难 进 一 
步 导 出 a, 二 4 一 3". 


Se SE, Pp Me I I 
ey 2C2n 二 1)° 
+ Unrl 一 Snr+Hl —S, Ee (十 1 am 一 Van, 从 而 人 a 邻 n = 1， 2 并 扫 呈 放 将 所 得 的 n 个 式 
a 
子 相 乘 可 得 a, 一 7 十 1 
.an 显然 是 整数 .已 知 ee 所 以 在 m 二 nn 时 ,am 是 a, 一 1 的 因数 , (a,, a,) = 1. 
=] 
3 qs 十 a 一 部 5 
仿 第 6 题 可 得 an 一 如 ,十 ar 一 这 = 0， 本 所 以 4 一 2 下 二 3 一 


去 (a 一 2am 一 3), 从 而 an = 2a, 十 3. 


Qari 十 pannian + qa? =— qariari + ga? = g(a? + pan a 十 ga?1). 


(a) b, SP OD OE ha De tm Roy 
We k—! Kosai Cech 9 is re Lh 2 
dn A) TS 十 7 X4 5 na, 5 


人 by 一 上 (1 <<y < 人 的 值 域 为 [ 各 ,二 ], 只 需 证 明 对 每 一 个 yE [1, 4], 存 在 ,使 2 一 


大 下 由 
y 由 于 4 下行 1， 本 21…' 在 和 1， 1 中 每 相 邻 两 个 的 差 < i 稚 5， 所 以 必 有 一 个 形 如 


Ez a<<4!X3) 的 数 与 y 的 距离 二 忆 5. 令 这 数 的 分 母 为 即 可 


zu 一 Vc — {Ze 二 ep i HH a 
i = 局 HE) 0 
Si = Sb 人 一 re 一 (1 十 BP")= TT 一 po ) == wu, 同样 由 
1 十 2a 二 @ 十 a = ww 得 后 一 结论 . 


15. 


1. 


习题 提示 与 解答 


(b) 用 归纳 法 . 竟 基 (n = 1，2) 显然 . vrz 二 Url 十 三 十 Wz 十 Wi 十 nl 二 Unhi 十 nts. 

(c) wun 一 到 二 wnun-1， 再 用 归纳 法 . 

(dd) 好 N 一 (如 十 zx) 一 (一 zi) 十 4aurl. 后 一 结论 可 用 归纳 法 . 注意 由 za 一 zz 十 zarl， 
U2n 一 tr 1 十 Wan2, Uzrl = Mzr-2 十 Uzn3 消去 U2n» U2rm-2 (前 两 式 相 加 再 减 去 第 三 式 ) 得 2+l 一 
3zarl 一 Uzr-3. 所 以 xzrritar-a 一 zt 一 3uU2r-l Uzr-3 一 一 1 3 一 U2n-l U2n-5 一 1 3 ， 

(€) ts = trl nt Tit = C— (mts — te tn) ttn (— I) = tn (Wnt — Ui ) 
二 Zuni ln = Umitn + Dime bn = Un Cm! 十 trHl) = UnUm. 

(f) 设 wan 十 wetz 十 十 Warmn 二 S, 则 S= (vere 一 ww) 十 (wats 一 Wai) 十 十 (Wayantl 一 MeHrl) 
一 (S 十 zkrHl 一 WH1) 一 (S 一 artn 一 Ua) 一 zetnrt 一 Uetz 二 Uanvetzrrz 《利用 上 一 小 题 ). 

(g) 由 第 22 讲 (9)， U2n 一 UnUn (或 由 第 (5) 小 题 ). 而 (un, tzn ) = Km, 2m， 所 以 在 2n|m 时 ,vw | 
在 2n+ 加 时 ,xm 二 如 二 芭 ， 加 不 被 w 整除 . 又 由 第 22 讲 (15), 由 三 (一 LU) ww zn (modw,). 
从 而 结论 成 立 . 

(h) 易 知 2p' = 12m 十 2. 而 ww 的 个 位 数字 为 1，3, 4,， 7, 1, 8, 9, 7, 6, 3, 9, 2, 以 12 为 周期 . 


i] 
四 设 wn 之 直 , 则 27atx 十 zz 二 Wm 所 以 zi 之 ne 革 二 贡 
=1 


au 一 ?QI 一 (一 1)” = 一 去 nan 一 《n 一 ])ars 一 (一 "1). 令 b= 二 4 一 nani 一 (一 1)", 则 纪 ， 
i ee ”~ 
i 1 = 二 0, 所 以 6 二 0, a 一 na 三 (一 1)"”. nt (2 一 1)1 nl ” 4 
A Po (— 1 
21 二 人 21 相 加 得 二 fd 7! 
Sh Es ) (约定 含 
nl Rab! Cai 各 各 由 ‘kl i 

扩 一 上 玉环 + 1 
i (— 1 Co PE Ce I ra 
(一 1)! 的 项 自动 消失 ) 一 3 SI 2 RD 吓人 2 i 

1 一 1 了 
1 


(— 1 1 (1) (一 ])t 1 
各 和 NC 出 各 机 + 让 > 


:=0 j=0 NG Sm DA nl 
ET 第 一 个 内 和 仅 在 上 一 0 时 为 1， 对 其 余 的 值 为 (1 一 1)' = 0, 第 二 个 内 和 亦 如 此 . 所 以 


i? Sr 二 2Xn!l— (n+l1). 


nl nl C151 
二 "其 28 


Ga /( 二 )7 (十 )= 用 于 于 三)- 儿 圭 如 )= /CD76y). 特别 地 ,7( 十 )= f(z) 


f( 士 )= 土 f(z). 车 存在 f( 士 )= 一 f(z), 即 对 所 有 >， f( 记 )=— fy). 因此 /( 士 ) 恒 等 于 
f(z) 或 恒 等 于 一 f(z). 
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(CE) 
(b) 设 n 为 任 一 自然 数 , 则 ro-| zl 即 为 所 求 . 
0， ZX 三 ] 


2. 因为 f: N 一 N, 严 格 递增 ,所 以 对 任意 自然 数 b 二 a, f(b) 一 f(a) 宇 6 一 a. 从 而 f(f(f(m))) 一 

ffFODD) 三 FF) 一 Fo) 三 Fn) 一 六 即 上 kf(1) 一 局 宇 避 一 了 fn) 宇 f(n) 一 n. 由 此 立 得 结论 . 

3. 令 r= 二 y= 二 0 得 f(0) = 0. 令 y 二 + 得 f/*(z) < 2rf( 取 ). 于 是 在 x 关 0 时， 全 
用 


rr [天 | aa 
si < Tay ee I(z) a (n 充分 大 ). 
i 和 nV 这 


4. 设 Fo (z) 三 az 一 名 rz)， 则 az 一 biz) 一 om (Frz)) 一 az) 一 FFz)). 从 而 as 
一 一 60 ， =— anh) as 一 6(a 十 记 )， bes 一 十 78 易 证 2 v12, ee 2. 所 以 , f(z) . 


过 i -= 2x, 2f(7x) 三 6z 一 Fz)，F(z) = 27. 


5. 在 (iii) 中 令 z= 二 1 得 f(z, my) 一 xy. 邻 zy=Lt 委 z) 得 Fz, it 一 zt 同样 f(z, 1) 三 邓 生 : 
(三 z). 取 xz 宇 y, z 很 小 ,; 则 0 导出 (x 和 yz 二 站 (yz), 从 而 用 = 二 1 或 2. 有 = 二 2 时 , f(z， 
y) 二 zy; 上 二 1 时 , f(z, yy) = min 《x,y), 它们 都 满足 要 求 . 

6. 若 Fa) =n 十 2, 则 f(x 十 2) 十 n 十 2 二 3n 十 6， fn 十 2) = 二 nn 十 4. 易 知 f(n) 关 nn, f(f(n)) 关 
n( 若 ff(m)) = 二 =n 则 nn 十 fn) ==2f(7) 十 6, 从 而 n= 二 f(n)), 是 单 射 (车 f(x) = f(rm), 则 2x 
十 6 = 二 2m 十 6, n= 二 m). 车 f(1) =2, 则 f(2) = 6, f(6) = 4, f(4) = 14, f(14) = 0, 矛盾 . 同 
样 f(1) 了 关 4, 5, 6, 7. 于 是 f(1) = 二 3, f(2n 十 1) = 2n 十 3. f(2) 必 为 偶数 ,同样 f(2) 关 6, 于 是 
f(2) = 4. 对 一 切 n, f(n) = xn 十 2. 

7. 设 n 三 2 时 ,f 的 最 小 值 为 f(no), 由 于 f(x) = f(flm 一 1)) 十 f(flm 十 1)), 所 以 f(m) 宇 2. 
Fo 十 1) 三 Fo) 三 2，Fo) 王 FF 一 1)) 十 FF 十 1)) 三 1 十 Fo)，, 矛 盾 ! 所 述 函 数 不 
存在 . 

8. (1 一 x 了 (1 一 xz) 十 f(z) = 2(1 一 xz) 一 (1 一 x) 与 原 方程 消去 Fl 一 zx) 得 (1 十 zx 一 好)(1 一 十 


2)f(D) trl) 一 0. 所 以 f(z) = 1—z (x SE ) AE) 为 任意 值 a, /( +) — 
-5—/5 3+/5, 
2 2 
9. 令 y 一 工 得 FJF(C2z) 十 FC2FCz)) = f(2f(zx 十 f(z))). 将 工 换 成 F(Cz)，F(C27Gz)) 十 FC2FCFCz))) 
= (2FCFCz) 十 FFGz))))， 与 上 式 相 减 得 f(2f(f(7))) 一 f(27) 一 FC27FCFCz) 十 FFCz)))) 一 
f(2f(z 十 Az))). 若 扰 7z)) 二 z 则 左边 为 负 , 而 右边 为 正 . 矛盾 . 同样 , 若 FFGz)) 一 工 也 导致 


夏 盾 .所 以 f(f(x)) 一 工 
10. 设 f(1) = c. 用 归纳 法 易 证 f(n) = 二, 对 YnE€ NN 成 立 .又 f(0) = f(1) 一 f(1) = 0, 再 由 f(k 


一 DD = f(D 一 JD 即 知 f(m) = or 对 YmE 也 成立 .对 有 理 数 二 ,因为 r(e .之 )= ar( 之 )， 
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习题 提示 与 解答 


所 以 f(£)= 言 f (2) = 去 ， 即 f(z) = cr 对 YrEQ 成 立 . 设 f(z) 递 增 , 则 c 二 0. 对 任 一 


实数 zx, 存在 有 理 数 mL < 一 m， 厂 站 ) 委 xz) 和 雪 乒 mm)， 即 cr; Qf(7) Qo. 由 于 ri, rz 可 以 
任意 接近 工 , 所 以 必 有 f(x) = cx. 在 f(z) 递减 时 ,同样 如 此 (c 二 0). 所 以 f(x) = cz, 不 难 验 证 
它 满足 要 求 . 

11. 今 h(x) 二 log 了 f(a")，, 其 中 a 为 任 一 大 于 1 的 常数 . 则 h(r) 单 调 , 并 且 h(r 十 y) = logs f(a vay) 
二 logs f(a)f(a?) = h(x) 十 h(y). 因此 由 上 题 , h(x) = crx, f(z) 二 注 .. 

12. 在 (让 中 邻 x = 二 0 得 f(0) = f(0)g(y) 十 f(y)，, 所 以 f(y) = 二 1(1 一 gly))，, 其 中 t= 二 f(0). 因为 
了 严格 递增 , t 关 0, 代 人 人 (2) 得 ti(1 一 g(xy)) = g(y)t(1 一 g(7)) 十 1t(1 一 g(y)), 即 g(xy) 一 


eh ME AR ly pe 1— 人 > 严格 单调 ,所 以 g(0) 二 0, g(1) 去 0, 而 
8(1) 二 g(1)，, 所 以 g(1)==1, 并且 g(y) 严 格 递 增 , 1 二 0. 由 上 题 , 在 zx 二 0 时 , g(x)==x,c 记 
0 ,又 ge 一 1) = g(1) = 1, 所 以 g( 一 1) = 二 一 1], g( 一 7x) 二 g( 一 1])。g(Xx) 二 一 g(xz). 因此 


人 -9 
E(x) = | f(x) =t(1 一 g(x))，, 其 中 cc 二 0, :二 0 为 任意 常数 . 
一 | py [Ss we Qs 


不 难 验 证 上 述 f(z)， g(x) 满 足 要 求 . 
13. 对 任意 正 数 a, b, 方 程 组 x? 一 y = a,，2xy = b 有 正 实数 解 x = 2 yy 
RT Se 因此 有 f(a) 十 f(6) = f( Vai+6). 令 g(x) = f(r), 则 g(xz)++g(y) 一 


g(x 十 y). 由 第 10 题 ,可 知 g(x) = 一 cz,c 二 0. 从 而 f(zx) = cr. 

14. 着 f(0) = 二 0, 令 m= 三 0 得 f(f(m)) = n. 因此 将 原 条 件 中 换 成 fn) 得 fCm 十 n) = Fn) 十 
f(n). 由 第 10 题 , f(n) 一 or, 并且 cn 二 nn, 所 以 c= 土 1. 车 f(0) 关 0, 则 邻 n= 0 得 f(m 十 
f(0)) = f(m) 于 是 Fom) 为 周期 函数 ,因而 有 界 . 设 f(MD 三 Ya). 但 FM 十 Fl)) = f(MWD) 
十 1 二 f(MD. 矛盾 .不 难 验 证 f(n) = 土 n 是 解 . 


习 是 24 
1. 设 方 为 Q 中 既 约 分 数 ， 一 P41 p22 pa ,这 里 轧 一 2，j 一 3，… 为 质数 数列 , a; € ZZ， 
i= le nS fA(E)= ppm pi pa, fF) = fy) = 1D fC, 


a ep ee 


2. 阁 有 f(y) 二 0,; 则 f(z)= f(z 十 f(y)) = f(z)fl(y) = 二 0, 即 f 恒 等 于 0. 车 了 不 恒 等 于 0, 则 / 恒 
不 为 0. 设 f(0) =a 关 0, 令 z= 一 a, y= 二 0 得 f(0) = f( 一 a)f(0), 从 而 f( 一 a) =1, f(z 十 1) 
一 f(z 十 (一 Q)) 三 f(z)，, 因此 f(x) 以 1 为 周期 .车 f(y) = 二 5, 则 f(z 十 5b) = 二 bf(z). 由 于 bE 
Q, 存在 &k EN, 使 如 EZ 易 知 f(z 十 6) = 二 妇 f(z). 从 而 从 = 二 1,5== 土 1. 因为 f(x 一 1) = f(z)， 
所 以 5 关 一 1. 本 题 只 有 f = 0, f == 1 这 两 个 解 . 
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.全 数学 竞赛 研究 教程 


3, 


a 


先 随意 标 上 箭头 ,对 每 一 种 标 法 , 令 f 为 “ 奇 顶 点 ”的 个 数 ,这 里 奇 顶点 指 有 奇数 个 箭头 指向 它 的 顶 
点 . 由 棱 数 为 偶数 立 得 f 为 偶数 . 对 每 两 个 奇 顶点 A, B, 可 以 沿 棱 从 A 走 到 B, 将 这 些 棱 的 箭头 方 
向 改 为 相反 的 方向 , 则 A, B 变 为 偶 顶 点 ,其 余 顶 点 的 奇偶 性 不 变 . 这 样 调整 一 次 ,减少 2. 经 有 限 
次 调整 后 了 = 0. 


二 一 】 
n+ 和 4 了 1, 着 rn < 人 二， 
fln) (i 二 1]，2, …) 满足 要 求 . 


光一 


Ca l i=] i 
ly 


= 着 元 y 互 不 相识 ,zx 是 他 们 的 公共 朋友 ,r 还 认识 工 ] » 2 ”9 Th? y 还 认识 yi » 29 "sg We 由 (iii) ， 


Ti 产 y(1 Sik,1j 亿 有), 由 (说 去 关 y, 并 且 z; 不 认识 z(1 过 i 过 如. 由 (i 让), zx 与 y 恰 
有 一 个 公共 的 熟人 , 记 为 f(z). 则 了 是 {zi |i=1,2,…,&} 到 {yy | j= 二 1,2,…, Ah) 的 映射 
zi， 全 天 疡 ) 只 有 一 个 公共 的 熟人 z, 所 以 f(zi ) 天 Fr ), 即 了 为 单 射 ,k 过 hh. 同样 ,有 过 
所 以 & 三 久 车 工 与 x 相识 ,由 (i) ,存在 y 与 z 不 相识 ,zi 与 = 不 相识 .在 y= z 时 ,zx 认识 的 人 数 
与 y 相 同 ,= 也 是 如 此 .在 > 尖 时 ,y 与 z 相识 ,zi 与 x 相 识 ,由 (iii),z 与 y 不 相识 .xz 认识 的 人 
数 与 y 相等 ,y 认识 的 人 数 与 zi 相等 ,zi 认识 的 人 数 与 z 相等 ,所 以 仍 有 工 认识 的 人 数 与 z 相等 . 


4 为 奇数 的 证 明 参见 例 4.a 为 正 偶数 时 ,f 存在 . 先 作 链 ,n 的 后 面 为 g (n) 十 a. 再 将 每 两 条 链 编 为 


一 条 , 链 首 为 1, 2,…, a 的 编 成 入 条 .a 为 0 时 ,f 可 能 存在 ,例如 g(n) =n，f(n) = n. 也 可 能 不 


存在 ,例如 g(1) = 2, g(2) = 二 1, g(n) 一 zz 二 2), 若 FI) 一 2, 则 2) = g(1) = 2; 车 f(1) 
三 上 这 2, 则 f(k) = 2，f(2) = . 均 与 f 为 单 射 矛 盾 . 


. 用 编 链 的 方法 不 难 解决 . 
.由 习题 23 第 2 题 ,k= 1 时 ,必须 f(n) = n.k = 2 时 对 <f(D < 这 样 的 整数 f(1) 不 存在 . 


& 一 3 时 ,一 壮 m 宝 Fa 扫 2n 所 以 FI) 一 2 从 而 有 f(2) = 3,f(3) = 6. 设 对 于 雯 3m 的 数 a (及 


f(a)， f(a),，…) 了 均 已 唯一 确定 , 且 满 足 f(f(a)) = 34a 及 f(a 十 了) 一 f(a) = 1 或 3, 那 么 由 于 
Af(m)) ==3n, ff(n 二 1)) = 二 3n 十 3, 在 fln 十 ]) 一 了 fn) ==1 时 , f(3n 十 3) 一 f(3n) = 3, 从 而 
fl3n 二 1) = 二 f(3n) 十 1, fl(3n 十 2) = f(3n) 十 2. 在 fn 十 1) 一 f(n) = 3 时 ， fl3nt 1) = 
ja 十 1)) 一 3CFoD 十 1) 一 (3 十 3，F3n 十 2) = ff (f+2)) = f 3n) +6, fl3n 
十 3) 三 3f(n 十 1) 一 3 十 9 一 f(3n) 十 9. 即 对 过 3(n 十 1) 的 数 ,f 均 已 唯一 确定 , 且 满 足 上 述 
条 件 . 因此 f 唯一 确定 . 


tl ez A 1 如 
. 由 (16) ,对 链 上 的 >”， F< fn < 7 因此 flO) 一 cc 十 工 于 jz 过于 c 十 工 过 jz 
jC 2 ly J lr 一 人 一 1 一 和 >1, Ko) 一 c 十 z 一 (om 
本 dr Es tl 1 
十 1) = fmc—(f(m)—n) 0, 人 满足 (17) 的 整数 f(x) 存在 . 


10. 每 次 操作 后 , 积 abcd 变 为 (abcd):. 若 对 次 后 重复 , 则 (apcd)2” = abcd, 所 以 abed = 二 0 或 1. 若 
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a, b, Cy d 中 有 一 个 为 0, 则 经 两 次 操作 后 全 变 为 0, 从 而 a 一 8 一 fc 三 d 一 0. 车 abcd = 二 3 我 们 
从 第 二 次 开始 ,并 将 每 两 次 操作 看 做 一 次 “大 操作 ”. 这 时 可 假定 ac = ba = 1. 若 a 为 最 大 数 , 则 


11. 


12. 


13. 


15. 


16. 


17. 


18. 


习题 提示 与 解答 


大 操作 后 变 为 a ,从 而 a = 1 (否则 最 大 数 严 格 递增 ,不 会 出 现 开始 的 数组 ). 同样 最 小 数 也 为 1. 

由 此 a= 二 b=c=d=】1. 

(a) 易 知 f 是 对 合 , 恰 有 一 个 不 动 点 (1，1, &). 

(b) 由 (Ca) 立即 得 出 . 

(c) (z，y，z) 一 (z，z，y) 也 是 S->S 的 对 合 , 因 而 有 一 不 动 点 , 它 满足 +4y 王妃 

考虑 A, 至 Ajiig90 中 男生 人 数 fi, j= 1， 2 i 1 991 X 2,， 约定 Alsoixs = 人 A. 当 7 增加 | 时 ， 
5 可 能 不 变 ,可 能 增加 或 减少 1. 若 fi 二 1, 则 fi 二 1, 从 而 必 有 1 二 ;7 二 1992, 使 f;==1. 


(a) 若 u > 6, 则 在 a 为 奇数 时 ,or 二 全 3 一 过 a; 在 w 为 偶数 时 , a = 伪 十 3 或 们 也 都 小 


于 ai. 因此 ,车 一 切 a; 二 6, 则 ao, az ,as,，… 严 格 递减 . 但 这 过 程 不 可 能 无 限 继续 下 去 ,所 以 必 有 
某 个 a; 过 6. 不 难 验证 a = 2, 4, 5 时 ,数列 中 出 现 1. a; = 6 时 ,数列 中 出 现 3. 

(b) 3 | a; 全 3 | an. 因此 如 果 3|m, 那 么 一 切 ai 被 3 整除 ,数列 中 不 出 现 1, 出 现 3. 如果 3+ m， 
那么 一 切 a; 不 被 3 整除 . 这 时 数列 中 不 出 现 3, 出 现 1. 


; a 关 1 时 , 令 y 一 了 -得 f(y) 三 f(z) 十 f(y)，, 从 而 f(x) = 二 0 恒 成 立 . 因此 a 二 1. 此 时 可 取 f(x) 


= 
显然 f(z 十 上 有 十 a 十 外 一 f(z 十 十 6) = f(x 十 a 十 拉 一 f(z 十 b),kEZ 即 f(x 二 +a) 一 f(z 
十 a) = 二 f(z 十 上 一 f(x), 从 而 f(z 十 十 ja) 一 f(x 十 Ja) = 二 f(z 十 kj) 一 f(x),k,jEL 取 正 


天 
整数 m, 使 ma 为 整数 , 则 对 kEN, f(r kma) 一 f(x) = Dfx + mat (i Dma) 一 


f(r+ (i— Dma)) = Dertma) 60)) 二 k(Cf(r 十 ma) 一 了 f(x)). 由 于 ff 有 界 ,所 以 f(x 


十 oma) 一 f(x) 有 界 . 因此 必 有 f(z 十 ma) = FCz), 即 了 为 周期 函数 . 

今 b 二 a 得 f(a’)==(k 十 2)f(a). 从 而 f(a*)= (十 2) f(a?)==(k 十 2)?。f(a). 又 f(a')= f(a) 
十 f(as) 二 kf(a) 一 (2 十 &) Fa) 十 Fe) 十 Ra) = 二 《3k 十 4)fl(a). 取 a = 二 2 000 即 得 (十 2)* 
二 3k 十 4, 所 以 k= 二 0 或 一 1. 对 上 = 二 0, 令 f(n) = 667a, 其 中 a 为 5 在 n 的 质 因数 分 解 式 中 出 现 
的 次 数 . 对 k= 一 1, 车 ”为 偶数 , 令 f(n) 一 2 001; 否则 f(n) = 0. 


由 (iD f(z 十 ) = f(z) 十 n,n € N 所 以 (/(2+9)) 和 (/(2)+a) Et 
2af (2)+q. 又 (7 /(2+4)) =/((2+0) )=/(&+2p+o)=r+2p+f (2). 
比较 得 /去 ) 一 去. 即 f(z) 一世 


令 y= 王 二 克 2， 代入 原 条 件 中 可 得 f(z) (f(x) 一 zx) = 0. 于 是 f(0) = 0. 车 有 a 关 0 使 f(a) 


关 a?， 则 f(a) = 0. 在原 条 件 中 令 z= 0, z= 二 a, 分 别 得 出 f(y) = f( 一 y) 及 f(y) = f(a 一 y)， 
所 以 f(y) = f( 一 y) = f(a 十 y), 即 a? 为 f(z) 的 周期 . 原 条 件 中 令 y== a 得 f(f(x)) = 
ff +a) = f(r 一 02) 十 4a2 FCz) = f(r )+ha f(r). 而 令 y=0 得 f(f(7z)) = f(x). 
所 以 da f(r) = 0,f(x) = 0. 

即 本 题 的 解 是 f(x) = x 或 者 f(x) 为 常数 0. 
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